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PREFACIO

combinatoria hoy en dia: el genial y prolifico Paul Erdos. Sera él quien nos guie en
la combinatoria actual: la de contar sin usar los dedos y en la de la exploracion de
objetos cadticos en los que podremos encontrar estructuras escondidas, alli donde el
azar y el determinismo se mezclan;la de jugar a los dados con los grafos y la de hallar
viejas amistades en reuniones de sociedad. Porque Dios no sélo juega a los dados con
el universo, sino que lo hace en mayor medida con muchisimas otras cosas.

Finalmente mostraremos que en la aritmética de las cifras también hay una
combinatoria subyacente, casi se podria decir que magica, y explicaremos uno de
los teoremas matematicos mas importantes de los Gltimos afios: el teorema de
Green-Tao, resultado cumbre de las matematicas de todos los tiempos.

Me gustaria aprovechar la oportunidad para agradecer a Guillermo Navarro por
todas las sugerencias que he recibido a lo largo de este largo proceso de escritura, y
a Javier Fresin por haber confiado en mis dotes de divulgador. También quiero dar
las gracias a Marta Benages y a Jose Miguel No por haber leido parte del material
preliminar que ha conformado el presente libro.






JCONTEMOS!

estas cuestiones forman parte, en mayor o menor grado, de lo que se conoce como
combinatoria enumerativa. Esta disciplina es el arte de contar, porque contar es un arte
y requiere de unas técnicas propias.

El arte de contar no es una disciplina nueva; al contrario, es precisamente una de
las cuestiones mas naturales y fundamentales que aparecen en matematicas. Como
en muchas areas cientificas, su origen no es claro: en Occidente su estudio sistema-
tico se inicié como consecuencia de su intima relacién con el clculo de probabi-
lidades. Ya en el siglo xvi1, Blaise Pascal (Clermond-Ferrand, 1623-Paris, 1662) y
Pierre de Fermat (Beaumont-de-Lomagne, 1601-Castres, 1665) se preguntaron so-
bre cuestiones probabilisticas ligadas a los juegos de azar, que les fueron planteadas
por un jugador dvido de respuestas: el Chevalier de Méré. En estas cuestiones el
célculo de los casos favorables dividido entre los casos posibles (lo que mas adelante
se pasaria a llamar en probabilidades regla de Laplace) era el elemento clave para dar
explicaciones precisas de la fenomenologia observada. Mas tarde, grandes cientificos
como Gottfried Wilhelm Leibniz (Leipzig, 1646-Hannover, 1716) y Jakob Ber-
noulli (Basilea, 1654-1703) consiguieron establecer la combinatoria como una dis-
ciplina independiente de las ya existentes. Con posterioridad,y con la evolucién del
lenguaje matematico y de sus técnicas, se observé que la combinatoria también
estaba intimamente ligada a otro tipo de problemas, mis alld de la probabilidad y de
las cuentas: Leonhard Euler (Basilea, 1707-San Petersburgo, 1783) introdujo por
primera vez la nocién de grafo con el fin de estudiar la problematica de los puentes
de Konigsberg, y Arthur Cayley (Richmond, Surrey, 1821-Cambridge, 1895), mo-
tivado por el estudio de isdmeros en hidrocarburos saturados, obtuvo multiples re-
sultados en enumeracion de grafos. En la actualidad, la combinatoria es un area de
intensa actividad cientifica, tanto a nivel tedrico como en términos practicos.

Mas alla de saber contar con los dedos (usindolos, en muchas ocasiones, con
mucha astucia), la combinatoria enumerativa nos permite acceder a una informa-
cién mucho mas cualitativa y estructural de los objetos bajo estudio. Asi es que, a
pesar de que la combinatoria enumerativa es una disciplina con derecho propio en
el Olimpo de las matematicas, muchas otras areas beben de sus técnicas para sacar
conclusiones: en probabilidad, saber contar es fundamental para conocer la propor-
cién de casos favorables con respecto a los casos posibles, y en algoritmica es funda-
mental saber cuidntos pasos necesita cierto proceso para decidir si éste es mejor o
peor que otros métodos ya existentes. Mucho mas alld de estas disciplinas, el saber
contar bien tiene ramificaciones profundas en 4reas mas heterogéneas como son por
ejemplo la mecénica estadistica y la geometria enumerativa.
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Contando con los dedos

Para empezar este paseo por el mundo de la combinatoria vamos a utilizar los dedos
y algiin que otro argumento de sentido comun. Eso si, jes posible que necesitemos
n dedos para llegar a nuestro objetivo! Como veremos, existen objetos que se pue-
den enumerar directamente, otros los podremos contar indirectamente e incluso
habrin algunos que los podremos contar de distintas formas. En cualquiera de los
casos, mostraremos que los argumentos usados no estan faltos de ingenio.

El primer paso para entender con precision los principios combinatorios basicos
es saber traducir el lenguaje corriente a afirmaciones genéricas y universales. Inicia-
remos este proceso traduciendo al mundo matematico las nociones del «y» y tam-
bién el «o». Veamos un ejemplo sencillo para clarificar este punto: supongamos que
vamos a nuestro restaurante favorito a tomar el almuerzo matutino. Debido a que
hemos desayunado muy temprano, nuestro estdbmago nos pide a gritos un festin
culinario en forma de entrante y de plato principal. Por contra, si debido a los ex-
cesos de los meses anteriores nuestro bien amado médico de cabecera nos ha reco-
mendado realizar un régimen estricto, entonces elegiremos la opcién de tomar un
tnico plato, bien un entrante o bien uno de los platos principales.

Consideremos la primera de las situaciones. En este caso, el «y» se traduce en que
debemos escoger dos platos, el correspondiente al entrante y el plato principal. Para
realizar la eleccidn, podemos seguir el siguiente procedimiento: primero escogemos
el entrante que mas nos apetezca y, una vez hecho esto, elegimos el plato que pre-
firamos. Esto no es mds que una pareja de la forma (entrante, plato) que nos define
de manera tinica nuestro almuerzo.

La construccién matematica abstracta asociada a esta situacion es la siguiente:
dados dos conjuntos A y B, definimos el concepto de «producto cartesiano de A y
de B» como un nuevo conjunto C que se escribe como A X B, cuyos elementos son
parejas, donde la primera componente del par pertenece a A, mientras que la segun-
da pertenece a B. Para el caso de nuestro ejemplo, el conjunto A es el de entrantes,
B, el de platos principales, y C es la cantidad total de combinaciones posibles de
entrante y plato principal que podamos escoger. Cada una de estas combinaciones
de entrante y plato principal son, en consecuencia, parejas (q, b) donde a es un ele-
mento de A, y b es un elemento de B. ;Cuéntas de estas parejas existen o, lo que es
lo mismo, cémo se calcula el nimero de elementos de C? La respuesta es obvia:
multiplicando el nimero de elementos contenidos en A por el ntimero de elemen-
tos contenidos en B: segtin el ejemplo anterior, por cada eleccién distinta de un
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conjunto estd formado por secuencias de la forma (a,, a,,..., a) (a las que en jerga
matematica se denominan r-tuplas o vectores de longitud r), donde cada uno de los
componentes es un elemento de A. Entonces, ;cuintas r-tuplas existen? Si r fuera
igual a 2 estarfamos directamente en el caso del principio multiplicativo, dando
lugar a n-n=n"Sires distinto de 2, basta aplicar sucesivamente el principio multi-
plicativo para deducir que el nimero de r-tuplas es igual a n-n-...-n=n". Esta cons-
truccion es lo que se conoce como wvariacion con repeticion.

Supongamos ahora que complicamos un poco mas el problema, y que queremos
contar r-tuplas pero con la condicién de que todas las componentes sean distintas. La
primera observacion importante con el fin de resolver esta cuestién es que el valor
de 1, la longitud de la secuencia, debe ser menor o igual que n, el niimero de elemen-
tos de A, ya que de otra manera existirian coordenadas repetidas. Para obtener esta
cuenta hay que observar que todo vector (a,, a,,..., a) con componentes distintas
puede construirse de la siguiente manera: elegimos entre todas las posibilidades el
elemento correspondiente a la primera componente: a,. Seguidamente elegimos el
segundo elemento de entre todos los posibles, pero sin poder escoger el ,,que ya
hemos elegido en la primera opcién. Para la tercera componente podemos aplicar el
mismo argumento, prohibiendo la eleccién de a,y de 4,.Y asi de manera sucesiva
hasta llegar a r. ;Cual es entonces la cuenta? Bien, la eleccién de a, es libre, con lo
que tenemos 1 posibilidades. Para a, ya no existe tanta libertad, ya que éste no puede
ser el elemento que se ha escogido para la primera componente. Por lo tanto, tene-
mos n—1 posibilidades para a,. Y asi de manera sucesiva. Si lo desarrollamos, obtene-

mos lo que se denominan variaciones sin repeticion de longitud r, cuya féormula es:
n-(n—=1)-(n-2)-...-(n—r+1).

En el caso particular de tomar el valor de r igual al de n, obtenemos lo que se
conoce como permutacion de n elementos. La formula de las variaciones sin repeticién
se escribe en este caso como:

n-(n—1)-(n-2)-...-2-1.

Esta expresion se suele escribir de manera compacta como 7/, también llamada
Jactorial de n. El factorial nos indica el niimero de maneras de ordenar un conjunto
dado. Esta formula es de gran interés y es muy utilizada en matematicas: por ejemplo,
mediante el uso de factoriales las variaciones sin repeticiéon pueden escribirse como:

n!

;1-(;1—1)-(;1—2)-...-(n—r+1)=—(—'——.

n—r)!
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Estos ntimeros binomiales también enumeran las denominadas permutaciones con
repeticion. Consideremos un conjunto A con dos elementos. Por comodidad diga-
mos que éstos son 0 y 1. ;Cudl es entonces el nimero de secuencias ordenadas de
longitud n con exactamente r ceros y n—r unos? Por ejemplo, si tomamos n=4y
r=2, tenemos las seis 4-tuplas siguientes:

(0,0,1,1), (0,1,1,0), (0,1,0,1), (1,1,0,0), (1,0,0,1), (1,0,1,0).

En lugar de contar directamente cudntas permutaciones con repeticiéon existen,
lo que haremos serd aprovechar que sabemos contar las combinaciones sin repeti-
¢ién y asociar de manera tnica a cada permutacién con repeticién un subconjunto
de B={1,2,...,n} que tenga tamaiio r. De esta manera estamos emparejando perfec-
tamente una permutacién con repeticién con un subconjunto de r elementos. Cada
secuencia de longitud # define un subconjunto de {1,2,..., n} de la siguiente ma-
nera: si la cifra en la posicion m de la r-tupla es igual a 1, entonces m pertenece al
subconjunto; en caso contrario, no pertenecera al conjunto. En el ejemplo que
hemos considerado obtenemos las siguientes correspondencias:

(0.0,1,1) = {3,4}
(0,1,1,0) = {2,3}
(0,1,0,1) = {2,4}
(1,1,00) = {1,2}
(1,0,0,1) > {1,4}
(1,0,1,0) = {1.3}

Es un simple ejercicio para el lector comprobar que esta operacion es invertible,
y que para cada subconjunto de r elementos podemos construir una secuencia con
ceros y unos que tenga exactamente r unos. Este método que hemos utilizado aqui
se denomina método biyectivo, y serd de gran importancia en el futuro para contar
objetos que aparentemente son muy distintos, pero que en realidad son esencial-
mente lo mismo.

Una combinacion de las ideas precedentes da lugar al siguiente resultado, co-
nocido como el problema del comité. Imaginemos que deseamos constituir un comité
de representantes en un grupo de n personas, con la condicion de que el nimero de
miembros del mismo pueda ser arbitrario; incluso el comité puede quedar vacante.
La cuestién consiste en encontrar de cuantas maneras podemos constituir dicho co-
mité. Para responder a esta cuestion vamos a ver el problema de dos modos distintos.
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EL TEOREMA DEL BINOMIO Y SUS CONSECUENCIAS ENUMERATIVAS

Una consecuencia de saber contar objetos no ordenados es el siguiente resultado algebrai-
o, conocido como teorema del binomio de Newton, en honor de la primera persona que
lo utilizé6 de manera sistematica, el genial fisico y matematico Isaac Newton (Lincolnshire,
1642-Kensington, 1727). Tomemos el binomio 1+x. Entonces el polinomio (1 +x)" se escri-
be como un polinomio de la forma a,+a, x+a, xX*+...+a, x". Para calcular los coeficientes
podemos aplicar un argumento combinatorio. Escribamos (1+x)” como n productos del

binomio 1+x:
(14+X)-(1+x) ... (1 +x).

La observacion clave es la siguiente: cada uno de los sumandos que aparecen al desarrollar
este producto surge de escoger de cada paréntesis un 1 o bien una x de todas las maneras
posibles. Asl, para calcular el coeficiente del término x’ (es decir, a, ) procedemos de la si-
guiente forma: elegimos / monomios de los n que hay en el producto, de donde tomaremos
la x correspondiente, y del resto de monomios tomaremos el 1. Si realizamos esto para todo
valor de J, resulta el teorema del binomio de la forma siguiente:

o b o

De esta relacién podemos obtener otras interesantes: si sustituimos la variable x por un valor
igual a 1, obtenemos la férmula del problema del comité:

[Z]+[’1']+...+[:]=(1+1)"=2",

y si escribimos x=-1, deducimos la siguiente igualdad:
n n |l N n
= |+ (=1 =(1-1) =0.

Existen multiples relaciones que involucran a los nimeros binomiales. Una de

ellas es el denominado tridngulo de Pascal, también conocido como tridngulo de
Tartaglia. Més alla de ser una mera curiosidad matematica, el tridngulo de Pascal
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equivalente, aumentar una unidad la primera coordenada. Ademas de ello, necesita-
mos realizar exactamente 1 pasos a la izquierda conforme bajamos por el tridangulo,
ya que los pasos a la derecha no contribuyen a aumentar la segunda componente.
Por lo tanto, el nimero de maneras de descender desde el origen hasta el punto
(n,m) se corresponde con el nimero de permutaciones con repeticién, donde el
paso a la izquierda se repite m veces y el paso a la derecha aparece en n—r ocasiones.

Mediante el tridngulo de Pascal y su interpretacion geométrica podemos dedu-
cir relaciones combinatorias de manera directa, sin necesidad de realizar ningtin
calculo. La primera de ellas es el valor del binomial:

fn
o f

Dicho coeficiente binomial cuenta el nimero de maneras de partir del origen
y llegar al punto (1,0). Puesto que a este destino podemos llegar de un tinico modo,
resulta que el valor de dicho binomial debe ser igual a uno.

Vamos a complicar un poco el argumento para obtener alguna relaciéon mas
interesante. Para llegar al nivel horizontal n debemos primero cruzar el nivel hori-
zontal n—1. De hecho, para llegar al punto (n,m) debemos haber pasado antes por
el punto (n—1,m—1) o bien por el punto (n—1,m).

(n—1,m-1) (n=1,m)

(n,m)

Diagrama local del tridngulo de Pascal de los caminos
precedentes al punto (n,m).

Mediante el principio aditivo, concluimos que el nimero de maneras de llegar
al punto (n,m) es igual al nimero de formas de llegar al punto (n—1,m—1) mas el
nimero de maneras de llegar al punto (n—1,m), o expresado en el lenguaje de los
binomiales:

n—1 n—1
n "

" m—1 m
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JUGANDO CON LA SIMETRIA DEL TRIANGULO DE PASCAL

En los casos precedentes hemos explotado la estructura de los caminos en el triangulo de
Pascal, pero también podemos utilizar la simetria del tridngulo. Aplicando una simetria al
triangulo con respecto a su eje central, los caminos que parten del origen y llegan al punto
(n,r) se traducen en caminos que parten del origen y llegan al punto (n,n-r). Por lo tanto, se

cumple la relacion de simetria siguiente:

PH

Este argumento también se aplica para demostrar propiedades mas complicadas, como la

o) 0+ )

Para demostrarla usaremos la siguiente propiedad: necesitamos pasar por algun punto de

siguiente:

la forma (n,r) para llegar del origen al punto (2n,n). Como el nimero de caminos del punto
(n,r) al punto (2n,n) es igual al numero de caminos del origen al punto (n,r) (obsérvese la
simetria de la figura), la formula precedente se cumple por una simple aplicacién del principio
multiplicativo y del principio aditivo:

(0,0)

(n,0) (n,n)

(2n,n)

Un camino que parte del origen y llega al punto (2n,n), con su paso por el nivel n.

El lector esta invitado a intentar demostrar esta férmula utilizando el teorema del binomio,

descrito anteriormente en este mismo capitulo.
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Con esta seccion introductoria hemos aprendido las primeras ideas en el arte del
conteo. Todo lo mostrado nos serd muy til en los capitulos posteriores, en los que
estudiaremos objetos mas complicados, como los grafos, los mapas y los arboles, y
sera fundamental para resolver paradojas y enigmas que proceden de inocentes jue-
gos de dados. En definitiva, para entender con mas profundidad la nocién de alea-

toriedad.

Probabilidad y combinatoria: dos disciplinas
que se pasean de la mano

La combinatoria es una disciplina de la que se nutren muchas otras. El cilculo de
probabilidades en juegos de azar resulta ser una de las vias idoneas para adentrarnos
en los conceptos enumerativos basicos. Los principios multiplicativos y aditivos que
hemos introducido, junto con las construcciones asociadas, como los nimeros bi-
nomiales, nos seran de gran utilidad para entender mejor algunas de las curiosas
paradojas que los juegos azar nos deparan. Porque muchas veces, es mejor saber
contar bien que confiar en el instinto del experimentado jugador...

Los origenes de la probabilidad como disciplina fueron consecuencia de unos
fructiferos intercambios de cartas entre Antoine Gombaud (Poitou, 1607-1684), que
se hacia llamar «Chevalier de Méré», y los matematicos Pierre de Fermat y Blaise
Pascal. Aunque Gombaud no pertenecia a la nobleza, adopté el titulo de caballero
(de Méré, en reconocimiento a la villa donde realizé sus estudios) para firmar sus
obras. Ademis de ser un ferviente defensor del didlogo social frente al hereditarismo
monarquico, uno de sus grandes intereses eran los juegos de azar. Gombaud obser-
vo ciertos problemas paraddjicos que surgian como consecuencia de apuestas en
juegos de dados. Es por ello que escribi6 estas dudas al gran filosofo y matemitico
francés Blaise Pascal, con el fin de que un «profesional» pudiera esclarecer sus dile-
mas. Esta carta fue la primera de una correspondencia cruzada entre el jugador con
olfato perspicaz, el filosofo y, posteriormente, el abogado y matemitico aficionado
Pierre de Fermat. Resulta curioso el siguiente comentario que hizo Pascal a Fermat
en una carta fechada el 29 de julio de 1654: «...El caballero de Méré tiene mucho
talento, pero no es gedmetra; esto es, como sabéis, un gran defecto...».

A pesar de que nosotros tampoco somos gedbmetras, intentaremos entender qué
es la probabilidad y qué es un fenémeno aleatorio. Discutiremos sobre loterias,
juegos de azar en general y apuestas. Por lo tanto, serfa interesante utilizar una no-

tacién abstracta que abarque todos estos conceptos para abordar la problematica
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con generalidad. Cuando se tira un dado, por ejemplo, existe una infinidad de
factores que influyen en el hecho de que el resultado de la jugada sea un valor u
otro: el angulo de salida del dado, su velocidad y su momento de inercia, la altura
respecto de la mesa, la friccién con el aire... Existe, por lo tanto, una dificultad
inherente al experimento que imposibilita su modelado mediante los factores que
acontecen durante su desarrollo. Toda esta complejidad se encapsula dentro de la
nocioén de aleatoriedad.

Cada una de las realizaciones del experimento cuenta con factores iniciales dis-
tintos y, por lo tanto, con resultados completamente imprevisibles debido a la com-
plejidad del sistema bajo estudio. ;Como podemos medir lo imprevisible que es un
resultado en un experimento? Podemos repetirlo un nimero elevado de veces y
anotar los resultados que se van obteniendo, y observar la proporcién de veces que
aparece el resultado deseado. Mediante este método experimental podemos contro-
lar la frecuencia tedrica con la que se da cierto resultado. Cuando hacemos tender a
infinito el ndimero de repeticiones, la proporciéon que obtenemos se acerca a un
valor tedrico, abstracto, que denominamos probabilidad de que el experimento dé
lugar al resultado que estamos considerando. La probabilidad es, en definitiva, un
ente abstracto que modela en cierto modo un paso al limite en procesos de contco
de frecuencias.

Y ;como podemos calcular esas probabilidades? La combinatoria del conteo
entra en escena para dar lugar a la siguiente regla, conocida popularmente como

regla de Laplace:

«La probabilidad de un determinado evento se calcula dividiendo el nimero de
casos favorables para el evento entre el nimero de casos posibles resultantes del

experimenton.

La regla de Laplace nos permite cruzar la barrera existente entre el mundo de la
aleatoriedad y el de la combinatoria. Con esta herramienta ya podemos plantear
la cuestiéon seminal del Chevalier de Méré expuesta a Pascal. El jugador estudié la
frecuencia con la que aparecian sucesos relacionados con los juegos de dados. En
concreto, tenia una duda que no conseguia desvelar: habia observado que era pro-
vechoso apostar a favor de obtener al menos un 6 al lanzar cuatro veces un dado,
mientras que apostar por al menos un doble 6 al lanzar veinticuatro veces dos dados
no lo era. A priori, esta observacion contradice la aritmética elemental, ya que seis

(resultados posibles al lanzar un dado) es proporcional a cuatro (veces que se lanza
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En probabilidad, esta nocién se denomina independencia, v viene a decir que dos
realizaciones distintas del mismo juego no influyen la una sobre la otra. Este es el
caso de muchos de los juegos de azar comerciales que existen. Mas alld de la inde-
pendencia que se muestra en ellos, los argumentos precedentes permiten mostrar
que no existen combinaciones mas agraciadas para ser premiadas que otras. En la
loteria anterior, un niimero como el 00001 es igual de probable de ser el premiado
que otro mas atractivo, como podria ser el 48.756. {La probabilidad no entiende de

estética numérica!

LA RULETA, O COMO HACER SALTAR LA BANCA DEL CASINO

La ruleta es uno de los juegos de azar mas populares y con mas historia en los casinos de
apuestas. Consta de una rueda que gira horizontalmente sobre su eje, cuyo perimetro se divi-
de en 37 espacios numerados de 0 a 36, sin orden alguno, y pintados de color rojo y negro. El
crupier tira una bola en direccién contraria al sentido del movimiento de la ruleta y después
de dar varias vueltas, cae en uno de los nimeros, que resultara ser el ganador. La ruleta tiene
multiples tipos de apuestas y combinaciones (sélo nimeros pares, sélo rojos...). Resulta, por
tanto, imposible poder predecir a priori el resultado de una realizacion del experimento. De
hecho, el casino ganara en la mayoria de situaciones.

Existe, sin embargo, una familia espanola, el denominado clan de los Pelayo, que se hizo
famosa mundialmente por conseguir ganar cantidades nada irrisorias de dinero jugando a
la ruleta de distintos casinos de todo el mundo. Su estrategia estaba basada en la siguiente
idea: puesto que la ruleta es un objeto fisico, debe tener alguna imperfeccién (un eje de giro
imperfecto, una alineacion de la ruleta un tanto desequilibrada...). Asi es que si empiricamente
se pueden detectar esas imperfecciones, entonces se podran detectar posiciones cuya proba-
bilidad de aparicién sea ligeramente mayor que la probabilidad tedrica. Explotando estas ideas
consiguieron ser la pesadilla de todas las casas de apuestas. Por desgracia para los jugadores
actuales, las mesas de ruletas se cambian de manera periédica, por lo que estas estrategias

estadisticas no resultan efectivas.

El impulso natural para jugar a un determinado juego de azar es el premio eco-
némico que se recibird si se consigue ganar. Antes de apostar nuestro apreciado
dinero, ganado a base de sudor y de ligrimas, debemos sopesar si el capital gastado
es acorde con la probabilidad de ganar, y si la incertidumbre de no conseguir el

premio compensa la pérdida econoémica. Hablando claro: apostamos porque existe
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se han elegido), con lo que aplicando los resultados relativos a la enumeracién de

estructuras sin orden, tenemos que el nimero de posibilidades es igual a:

ok b =76.275.360.

La probabilidad de ganar un primer premio serd, por lo tanto, de 1 entre
76.275.360; realmente pequena. No existen féormulas magicas para ganar en las lo-
terias y, de hecho, las probabilidades de ganar en este tipo de juegos son la mayoria
de veces minimas (tal y como muestran las cifras). A pesar de ello, existen ocasiones
en las que vale la pena jugarse unos euros por la posibilidad de mejorar nuestro
nivel econémico.

En noviembre del afio 2006 el EuroMillones consiguié un bote acumulado de
180 millones de curos. La probabilidad de conseguir un primer premio era muy
pequenia, pero el bote acumulado invitaba al jugador a realizar una apuesta. Para ello
vamos a calcular la esperanza matematica en este juego con esos valores. Teniendo
en cuenta el nimero de casos posibles (76.275.360) y el nimero de casos favorables
(1), resulta que la cantidad de euros esperada es igual a:

180.000.000

. 1 -2 16.215.853 . 0,3598708941,
76.275.360 76.275.360

que es un valor positivo. Debido a la cantidad astronémica de euros del premio, en
esa situacién valia la pena gastarse 2 euros para probar suerte. A pesar de que los
matematicos tienen las ideas muy claras con referencia a las apuestas, y popularmen-
te se oye la mixima de que «la loteria es un impuesto voluntario para los que no
saben matematicas», en esta ocasidon habia cierta ventaja para los que sabian hacer
cuentas con ingenio...

La esperanza matematica es una herramienta de descripcion parcial, pero que en
muchas ocasiones da una informacién lo suficientemente interesante para com-
prender la fenomenologia del suceso estudiado. De hecho, como mostraremos en
capitulos posteriores, los promedios y los argumentos probabilisticos nos van a dar
mucha mis informacién de la que aparentemente nos muestran. Nos abrirdn las
puertas de la intima relacion que existe entre la combinatoria y la probabilidad.
Y este hecho nos permitird demostrar resultados sorprendentes con sutiles técnicas
y con ideas geniales.
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diaremos a continuacion. Empezaremos con la definicion de grafo, concepto funda-
mental en el campo de la matematica discreta y de la combinatoria; como veremos,
dicho concepto es puramente conjuntistico. Mas tarde veremos qué propiedades
aparecen cuando dibujamos un grafo en un papel, obteniendo una estructura mas
rigida denominada mapa, y que ya fue introducida por uno de los mas grandes es-
pecialistas en combinatoria del siglo xx, William Tutte. El hecho de definir estos
objetos de manera formal tenia como finalidad estudiar con mas rigor uno de los
problemas mas importantes del siglo XX, el problema de los cuatro colores. Mas
tarde, una vez comprendida la nocién de grafo y de mapa, pasaremos a definir y
estudiar los arboles, y veremos que estos objetos son en realidad piezas clave para
entender mejor los objetos combinatorios mas complicados. En este camino descu-
briremos viejos juegos tibetanos, problemas sobre tridngulos y nimeros escondidos

en la naturaleza. Las matematicas gobiernan el mundo.

Los grafos y los mapas

Las nociones fundamentales en este capitulo seran la de grafo y la de mapa. Antes
de pasar a definirlos con precision daremos una idea esencial de su concepto. Ima-
ginemos nuestra zona de residencia: con independencia de que habitemos en la
gran ciudad o en la campina, es mis que probable que en nuestra region exista un
gran numero de pequeiias ciudades. Y como consecuencia del progreso industrial
y de la_comodidad del transporte, existen carreteras habilitadas para el trafico roda-
do que las unen. Es posible que para ir de una ciudad a otra podamos ir directamen-
te, 0 que necesitemos cruzar alguna otra, o incluso necesitemos cruzar algin puen-
te por encima de otra via. Existe, por tanto, una nocién de conectividad entre las
poblaciones (si es que podemos desplazarnos directamente de una a otra) y una
nocién de planaridad (si el sistema de carreteras no introduce puentes, debido a
inevitables cruces de las vias).

Los grafos condensan la idea de conexion que hemos estado comentando: un
grafo etiquetado es una estructura conjuntistica formada por vértices (o puntos) que
llevan una etiqueta que permite diferenciarlos. Ademis, existen las relaciones de
incidencia entre estos vértices. La manera habitual de representar los grafos es dibu-
jando el conjunto de vértices en el plano (con su etiqueta correspondiente) y dise-
nando una linea o arista que una dos vértices si y solo si éstos son incidentes. Es por
ello que un grafo G se acostumbra a escribir como G= (V,A), donde V es el con-

junto de vértices del grafo y A es el conjunto de aristas. Obsérvese que la forma en
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tienen, ademads, la estructura adicional de regiones en las que el plano queda subdi-
vidido. Dichas regiones son lo que denominamos caras del mapa. Por lo tanto, los
mapas son estructuras mas rigidas que los grafos, aspecto que hace que su estudio
sea muchas veces mas versatil.

Mostremos un ejemplo para aclarar estas nociones. En la figura siguiente se
muestra un mismo grafo inmerso en el plano de dos maneras distintas. De hecho,
las dos inmersiones dan lugar a dos mapas distintos: en el primero de ellos, la cara
externa (o también denominada cara no acotada) viene definida por los vértices
6,3,7,5,4,1,5,6 (en orden antihorario) y, por lo tanto, se trata de una cara de longi-
tud 7 (esta definida por 7 aristas); en la segunda inmersion, en cambio, no existe
ninguna cara con dicha longitud.

4

El mismo grafo, pero con dos inmersiones diferentes en el plano;
por lo tanto, se trata de mapas distintos para un mismo grafo.

El origen de la nocién de grafo estd bien documentado: aparecid a raiz del cé-
lebre problema de los puentes de Konigsberg, resuelto el afio 1736 por Leohnard
Euler. Pero el origen de la nocién de grafo dibujado, o de mapa, es mas reciente y
a la vez menos conocida. A pesar de que la primera definicion formal de mapa se
debe al matemitico Jack Edmonds, la primera persona que realiz6 un enfoque enu-
merativo a la teoria de los mapas fue un quimico seducido por la belleza de las ma-
tematicas que durante la Segunda Guerra Mundial tuvo un papel muy importante
como criptoanalista para las fuerzas aliadas; estamos hablando de Bill Tutte.

William Tutte nacié en Newmarket, Inglaterra, en el afio 1917, hijo de un jardi-
nero y de un ama de casa. Ya en sus estudios primarios demostré cierto brillo en las
ciencias, y especialmente en el area de la quimica; después de sus estudios secundarios
cursé estudios superiores en la Universidad de Cambridge en esa disciplina. A pesar
de ello, su interés por las matematicas no hacia mas que aumentar, y era muy habitual
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donde se consiguié romper el cédigo Enigma, posiblemente el método de codifica-
cién de la Segunda Guerra Mundial mas famoso y sobre el que mis se ha escrito. Y
asi fue como en enero de 1941 Bill Tutte empezo a trabajar como criptoanalista al
servicio de las fuerzas aliadas. Su trabajo como descifrador fue impresionante. En su
laudatio para ser nombrado oficial de la Orden del Canada, en el afio 2001, se decia:

«...Como joven matemitico y descifrador de cddigos, resolvié el cifrado de
una serie de cddigos criptograficos del ejército aleman conocidos como
FISH. Este hecho ha sido considerado como uno de los mas grandes hitos
intelectuales de la Segunda Guerra Mundial...».

Existen todavia hoy muchos puntos que no son publicos a propésito de dichos
codigos, como consecuencia del secreto militar que los envuelve. Los primeros
mensajes de tipo FISH estuvieron a disposicion de los investigadores de Bletchley
Park gracias a que fueron interceptados en transmisiones realizadas entre Atenas
y Viena en el ano 1941. Fue mds concretamente el 30 de agosto de dicho afio
cuando una transmision duplicada de un mismo mensaje dio los datos necesarios
para empezar la tarea de analisis y descodificacién. Usando estos dos mensajes,
Tutte inici6 la bsqueda de patrones para romper el c6digo. Tras examinar pautas
en los simbolos, dedujo que la miquina codificadora tenia una rueda de marcaje
con 41 dientes y otra con 31 dientes. En colaboracién con otros investigadores,
finalmente llegaron a la conclusiéon de que la maquina de cifrado contenia un total
de 12 ruedas, y poco a poco se desvel6 el método completo de cifrado. {Tarea de
titanes teniendo en cuenta que realizaron el anilisis a partir de unos cuantos men-
sajes cifrados!

Bill Tutte y la puerta de entrada de Bletchley Park.
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Ademas del estudio de la estructura interna de los codificadores FISH, Tutte es-
cribi6 algoritmos para descodificar estos codigos; estas rutinas se implementarian afios
mas tarde, con éxito, en el Colossus, computadora de la época disenada especialmen-
te para romper los enigmaticos codigos del enemigo. Obsérvese que nos encontramos
en la década de 1940 y que, por lo tanto, Colossus era el bisabuelo de las computado-
ras tal y como las entendemos hoy. Todo ello llevé a que la actividad intelectual que
se gestd en Bletchley Park fuera realmente asombrosa, ya que se realizaron aportacio-
nes que posteriormente serian de vital importancia en el cifrado, en la algoritmia y en
el disefio de computadoras. A pesar de que muchos investigadores recibieron honores
y reconocimiento por su trabajo en dicho centro (como es el caso de Alan Turing),
Tutte nunca recibié un reconocimiento publico por su tarea como descifrador.

Fue afios mas tarde, ya en Canada, cuando se especializé en la teoria de grafos y
en la combinatoria. En este contexto, intentaria atacar el problema de los cuatro co-
lores desde un punto de vista puramente enumerativo. Recordemos que dicho pro-
blema consiste en lo siguiente: dado un mapa, ;qué cantidad de colores bastan para
colorear sus vértices de tal forma que vértices adyacentes no tengan el mismo color?

EL ORIGEN DE LOS GRAFOS: PASEANDO POR KONIGSBERG

La mayoria de veces es imposible determinar el momento en que una disciplina del saber es
creada. En el caso de la teoria de grafos no es asi: esta area de las matematicas tiene una fecha
de nacimiento muy concreta. En 1736 existia en Konigsberg (actualmente Kaliningrado) una
cuestion para la que parecia no existir respuesta: nadie habia sido capaz de realizar un paseo a
lo largo de la ciudad partiendo de su casa y regresando a ella cruzando una sola vez cada uno
de los puentes sobre el rio Pregolya. Fue Leohnard Euler quien propuso un modelo simplificado
de la ciudad mediante vértices y aristas, donde las aristas eran los puentes que conectaban
cada una de las partes de la villa. Median-

gy te argumentos sencillos sobre el grafo que

habia definido consigui6 explicar la inexis-
tencia de un paseo como el que se queria
realizar y, de paso, inicié toda una nueva

rama dentro del universo matematico.

La ciudad de Kénigsberg,
con sus siete puentes, en 1652.
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La demostraciéon de que con cinco colores siempre se puede es elemental, pero deci-
dir si son cuatro o bien cinco es un problema extremadamente complejo, que no se
resolvid hasta el afio 1976 a raiz de los trabajos computacionales de Kenneth Appel y
Wolfgang Haken. Aunque no hall6 la solucion del enigma, Tutte intent contar cuan-
tos mapas se pueden colorear con cuatro y con cino colores para decidir si dichas
cuentas son iguales o bien distintas. Con estos trabajos Tutte se convirtid en el pione-
ro en el uso de las técnicas enumerativas en el contexto de los mapas.

Pasemos a analizar con mas detalle la intima relacion existente entre grafos y
mapas. Una cuestion bien natural referente a esa relacién es saber cuindo un grafo
dado admite una representacién como mapa, es decir, cuidndo un grafo puede dibu-
jarse en el plano sin necesidad de cortes. Si esto ocurre, diremos que el grafo en
cuestion es planar. Hemos visto que en el primer ejemplo descrito se ha empezado
mostrando una representacion del grafo en cuestién poco acertada, con cortes, pero
en el segundo hemos podido redibujar el grafo en el plano sin corte alguno. Por lo
tanto, el grafo considerado es planar, pues admite una realizacién sin cortes. Es na-
tural preguntarse lo siguiente: ;existen condiciones intrinsecas sobre el grafo que nos
permitan decidir sobre esta cuestion? Lejos de ser trivial, la cuestién constituye uno
de los primeros problemas de la teoria topologica de grafos. La respuesta es que si,
y depende de estructuras subyacentes dentro del grafo en cuestion denominadas
menores del grafo.

Un menor de un grafo se construye de la siguiente forma: dividamos los vértices
considerados en grupos de ellos que estén conectados entre si, y consideremos las
incidencias entre distintas agrupaciones (véase la figura siguiente). El menor se de-
fine entonces como un grafo cuyos vértices son las agrupaciones (las manchas grises
que contienen los vértices) y las aristas son las incidencias entre éstas. En la figura
adjunta se muestra la construccién de un menor del modo descrito.

Un grafo y uno de sus menores.
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dad es intrinseca al grafo, y no a como se dibuja éste en el plano. El segundo punto
que se debe remarcar es que una condicion tan complicada como podria ser el di-
sefo sin cortes de un grafo sumamente complejo se traduce en buscar Ginicamente
dos subestructuras bien definidas en su interior. El teorema de Kuratowski es, de
hecho, la punta del iceberg de una construccién matematica extremadamente com-
pleja y rica, y que estd centrando la atencién de la mayor parte de la comunidad de
los especialistas en combinatoria y del estudio de algoritmos dentro de la denomi-
nada teoria de menores.

La familia de los grafos planares se dice que es cerrada por menores, lo que sig-
nifica que todo menor de un grafo planar es también planar. Esta observacién surge
directamente de la definicién de menor que hemos dado previamente. En este caso
el teorema de Kuratowski nos garantiza que los grafos de dicha familia se caracte-
rizan por los dos grafos que obstruyen la condicién de planaridad, y no mas. ;Es

cierto que, en general, toda familia de grafos cerrada por menores viene caracteri-

UNA APLICACION INDUSTRIAL DE LA PLANARIDAD

Conocer si cierto grafo admite o no una representacién plana es un problema de gran impor-
tancia en el ambito industrial. En el dominio de la electronica es necesario saber implementar
un determinado modelo eléctrico de la manera mas simple posible. Asf es, ya que compleji-
dades mayores dan lugar a métodos de produccion més costosos. En particular, una vez que
se conoce el modelo de circuito que se desea implementar es necesario saber si éste puede
representarse sobre un circuito impreso de manera plana. Si representar el circuito sin cortes
es imposible, el proceso industrial de implementacion seré mas caro, ya que las placas de
silicio necesitardn mas de una capa para colocar las distintas conexiones de cobre. Teniendo
en cuenta que el proceso de produccién de dichos circuitos es de millones de unidades, el
estudio de la planaridad resulta un
factor clave para la optimizacion de
costes. De hecho, existen diversos
programas de software dedica-
dos exclusivamente a detectar si
un modelo eléctrico admite una
representacion plana y, si es asl,

optimiza su representacién en un

rcoeee

circuito impreso.
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la férmula del factorial para realizar el cilculo utilizando otros cilculos parciales mas
pequenios, sin necesidad de calcular cada vez la férmula hasta el final.

Esta misma situacion aparece en mdultiples ocasiones en combinatoria de mane-
ra mas o menos complicada. Veamos otro ejemplo para aclarar estas ideas. Vamos a
contar el nimero de palabras que se pueden escribir utilizando las letras a y b,y que
tengan longitud n. Denotemos este niimero por P . Dicha cuenta viene definida
por las variaciones con repeticion, y el nimero de palabras de longitud n es igual a
2", Escribamos P =2". Observemos ahora que toda palabra de longitud n se cons-
truye a partir de una palabra de longitud #n—1 concatenando al final la letra a o bien
la b. Esto nos da la relacién recursiva P =2- P, _, que da a entender la combinatoria
subyacente en el problema. Estos argumentos nos llevan a un nuevo tipo de ecua-
ciones, las denominadas ecuaciones recursivas o recurrentes. En el caso expuesto no
hubiera sido necesario plantear la ecuacion recursiva para resolver el problema, pero
en otros problemas sera absolutamente necesario.

Veamos un caso mas complejo. El juego de las torres de Hanoi (también conoci-
do como el juego de las torres de Brahma o el rompecabezas del fin del mundo) fue
inventado el afio 1883 por el matemitico francés Edouard Lucas (Amiens, 1842-Pa-
ris, 1891). El juego se basa en una antigua leyenda oriental relacionada con el fin del
mundo. Para poner a prueba la fortaleza

mental de los nuevos sacerdotes de un
templo sagrado, los mas ancianos les pro-
ponian la siguiente tarea: se colocan 64
anillos de tamano decreciente apilados
en orden, tal y como se muestra en la
ilustracién adjunta. El objetivo del juego
consiste en pasar todos los anillos a un
nuevo destino, con la condicién de que
en cada movimiento que se realice ini-
camente pueda moverse un anillo. Ade-
mas, no es posible colocar un anillo sobre
otro de tamano inferior. Con tal fin se
permite el uso de una posicién auxiliar

para realizar movimientos intermedios.

Posicion inicial del juego de las torres
de Hanoi, con ocho anillos, una posicién ;
parcial y la posicion final. ~ |7ver—
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Dicha sucesion es célebre en el mundo matematico y se conoce con el nombre
de sucesién de Fibonacci, en honor de la primera persona que la estudié, Leonardo de
Pisa, hijo de Bonaccio (de ahi su nombre, Fibonacci), pensador y estudioso italiano
de la Edad Media. La especificacién de esta sucesion mediante una recurrencia es la
siguiente: designemos por F, el n-ésimo término de la sucesion. Entonces se cumple
la relacién recursiva siguiente:

F=F_+F,

Resulta curioso indagar en qué contexto se inspiré Fibonacci para llegar a esta
sucesion numeérica. La cuestion clave surge del siguiente problema de dindmica de
poblaciones: una pareja de conejos, a partir del segundo mes de vida tiene mensual-
mente una pareja de conejos, la cual a partir del segundo mes tiene también men-

sualmente una pareja de conejos, y asi sucesivamente. ;Cual serd el ntimero estima-

EDOUARD LUCAS Y LOS NUMEROS DE FIBONACCI

tdouard Lucas (Amiens, 1842-Paris, 1891), fue un
matematico francés que desarroll6 gran parte de su
carrera cientffica en Parfs, primero en el observatorio
de la capital y mas tarde en dos institutos: el Liceo
San Luis y el Liceo Carlomagno. Sus trabajos mate-
maticos mas conocidos estan relacionados con el es-
tudio de una familia de recurrencias muy ligadas a la
sucesion de Fibonacci. Lucas observé que muchas de
las propiedades de esta sucesion se mantenian si se

cambiaban las condiciones iniciales (recuérdese que

en la sucesién de Fibonacci tomabamos 1,1 como
primeros valores de la sucesion). Existe, de hecho,
una sucesién numérica en su honor, los nimeros de
Lucas, que se definen del mismo modo que los nimeros de Fibonacci, pero empezando con
las condiciones iniciales 2, 1.

La importancia de los niimeros de Fibonacci y de sus generalizaciones trasciende lo anecdético
y, de hecho, existe una revista cientifica, The Fibonacci Quarterly, especializada en resultados

relativos a esta distinguida sucesion.
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Los cdnones estéticos estan muchas veces regidos por la divina proporcion.
Un ejemplo lo constituye el célebre cuadro de Goya
Los fusilamientos del 3 de mayo.

Una aplicacion: contando doble

Si una cosa caracteriza el mundo de la combinatoria es que es habitual que ideas
muy sencillas puedan dar lugar a resultados increibles e inesperados. Este es el caso
de la denominada técnica del doble conteo. Esencialmente, con esta técnica lo que se
busca es enumerar un mismo conjunto de dos maneras distintas. A partir de este
principio podremos resolver una cuestiéon en mapas bastante curiosa.

Empecemos explicando el método mediante un ejemplo: imaginemos que que-
reMOSs Organizar Una Cena en Nuestro apartamento con Nuestros amigos mas inti-
mos: Maria, Pedro, Juan y Ana. Para ello pedimos que cada uno lleve a cabo una
contribucioén al festin. Puesto que somos personas muy ordenadas, hemos preparado

una tabla donde se muestra qué productos debe de aportar cada uno de nuestros

amigos:
Queso Embutido Tortilla Vino
Yo X X X
Maria X X
Pedro X X
Juan X X X
Ana X X
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conteo es que dicha cuenta puede realizarse de dos formas distintas y obtener en los
dos casos el mismo valor.

La primera forma de sumar es contando por filas: fijamos un elemento a, (don-
de el subindice 7 varia entre 1y r) y miramos cudntas cruces aparecen en su fila. Si
realizamos esta operacién para cada uno de los subindices posibles y sumamos, ob-
tendremos el niimero total de cruces. Veamos otra manera de obtener el mismo
conteo: en lugar de sumar por filas vamos a hacerlo por columnas. Es decir, para
cada elemento b (donde ahora el subindice j se mueve entre 1y s) miramos cuintas
cruces se encuentran en la columna asociada y finalmente sumamos sobre todas las
columnas.

Esta doble manera de ver la misma suma se denomina método del doble conteo. De
manera notacional y utilizando las hipdtesis anteriores, el método del doble conteo

se condensa en la siguiente formula matematica:
Y |{(a,h): be B}| = Z|{(a,b): ae A}l
a€ A beB

Veamos como debemos entender esta formula: el simbolo 2 (la letra griega sig-
ma) significa «suma»; los dos puntos : se leen «tal que»; € significa «es un elemento
de»; la barra vertical | indica «cardinal» o «ntimero de elementos», y las llaves {}
denotan un conjunto. El primer sumando nos dice que estamos sumando por filas
(para cada elemento de A contamos cuintos existen en su fila correspondiente),
mientras que ¢l segundo indica que la suma se realiza por columnas.

Vamos a ver una aplicacién de este método en el contexto de la teoria de grafos.
Para iniciar el razonamiento, consideremos un grafo G cuyo conjunto de vértices y
aristas denotamos con Iy A, respectivamente. Consideremos ahora el conjunto
siguiente:

C={(v,e):vEV, e€A, e es incidente con v}.

Obsérvese que éste es un subconjunto propio del producto cartesiano VXA, ya
que para cada vértice consideramos tinicamente las aristas que son incidentes con
¢l. Vamos a aplicar la técnica del doble conteo sobre este conjunto para poder de-
ducir algtin tipo de informacion de interés. La observacién clave en este asunto es
la siguiente: cada arista es incidente exactamente con dos vértices, puesto que una
arista viene definida por sus dos extremos. En el ejemplo siguiente, el conjunto de

parejas involucradas es:
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EMANUEL SPERNER, SUS TEOREMAS Y SUS CONSECUENCIAS

Existen muitiples y asombrosas aplicaciones del lema de Sperner. Una consecuencia es el
denominado teorema del punto fijo de Brouwer, en el que se demuestra la existencia de
puntos fijos para ciertas funciones. Lo extraordinario es que todas las demostraciones que se
conocian de este resuitado antes de saber aplicar el lema de Sperner utilizaban herramientas
mucho més sofisticadas que los argumentos combinatorios que hemos expuesto. Por esa
razén el lema de Sperner es considerado como uno de los primeros resultados de la denomi-
nada topologia combinatoria.

Emanuel Sperner (Waltdorf, 1905-Sulzburg 1980) realizé sus estudios de matematicas en
la Universidad de Hamburgo. Sus contribuciones mas importantes se dan en el contexto
de la combinatoria, y mas particularmente en el resultado que hemos mostrado (denomi-
nado comunmente /ema de Sperner) y en el teorema de Sperner relativo a conjuntos de
un tamano fijado sin interseccién mutua: dado el conjunto A={1, 2, ..., n}, una familia de
Sperner es una familia de subconjuntos de modo que no existe un par de ellos en los que
uno esté contenido en el otro. Por ejemplo, la familia {{1}, {2}} es de Sperner, mientras que la
familia {{1}, {1,2}} no lo es porque {1} es un subconjunto de {1,2}. En este contexto, ¢ cudl es
el cardinal méximo que puede tener una familia de Sperner? El teorema de Sperner afirma

)
[(n-no/z]

si n es impar. Estos binomiales son, de hecho, el cardinal de la familia de subconjuntos de

que no puede tener méas de

elementos si n es par, 0 mas de

{1, 2, ..., n} con n/2 elementos si n es par y (n-1)/2 elementos si n es impar. Por ejemplo,
para dicha familia seréa:

{(1.,2}, (1.3}, {1.4}, 2,3}, {2,4}, 3.4)).

Este es uno de los resultados fundamentales de la teoria combinatoria de reticulos y de
conjuntos parcialmente ordenados, y un caso muy particular de un teorema mas general,
denominado teorema de Dilworth.
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diferentes) debe ser distinto de cero. De hecho, no se encuentra el niimero de trian-
gulos con esa propiedad, sino que se demuestra que debe ser un numero impar.
iTodo niimero impar es distinto de cero; por lo tanto, existira algan triangulo con
dicha propiedad! El lector interesado en profundizar en este resultado puede hallar

los detalles en el anexo del presente volumen.

Los arboles: personajes clave en la teoria de grafos

Volvamos a los mapas y a las cuentas. Hasta el momento hemos mostrado que exis-
te una gran diferencia entre considerar grafos y mapas, y que poder dibujar un
grafo de tal manera que las aristas no se corten no depende de nuestra pericia, sino
de condiciones intrinsecas del objeto combinatorio.

Vamos a estudiar con un poco mis de detalle los grafos que no tienen ciclos, es
decir, los grafos sin caminos cerrados entre pares de vértices. Estos grafos tan espe-
ciales se conocen en el mundo de las matematicas como drboles. Dichas estructuras
son de vital importancia en computacién, en almacenamiento de datos y en otras
ramas mas alejadas, como la quimica y la biologia. El nombre que reciben proviene
de la forma que los caracteriza.

Un arbol dibujado en el plano define Gnicamente una cara, ya que al no tener
ningn ciclo no existe una cara interna y una cara externa. Para nuestro proposito
consideraremos que los arboles llevan una raiz, esto es, el vértice que se encuentra
marcado con una flecha y, por lo tanto, es privilegiado con respecto a los demas.
Este artificio consistente en enraizar un arbol es de hecho licito, y se traduce en que

el vértice marcado es el estado inicial del sistema que el arbol modela.

Un érbol con raiz. El mapa Unicamente tiene una cara (la externa)
y no contiene ciclos.
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muestran las posibles triangulaciones para la arista (se trata de un caso degenerado

que anadimos por conveniencia), el tridngulo, el cuadrado y el pentagono.

1 j1 2 1 2 1
2 2 3 3 4 3 4
2 2 2
3/\1 3/\1 3 1
4" : 5 4 5 4 5

2 2
3 @ | 3 @ ]
4 5 4 5
Triangulaciones de los poligonos de tres, cuatro y cinco lados.

Es curioso que en esta familia se repita la misma secuencia numérica: 1,1, 2, 5.
:Sera que dichas familias, aun siendo distintas, son contadas por la misma secuencia
numérica? Asi es. Veamos por qué.

Para comprobar que a cada triangulacién le podemos asociar un tinico arbol
binario utilizaremos el mapa dual de un mapa dado. Este mapa se construye de la
siguiente manera a partir de un mapa inicial: sus vértices se dibujan en el interior
de cada una de las caras del mapa primitivo y dos vértices se unen mediante una
arista si las caras a las que se asocian son incidentes. Esta construccion se traduce en
las triangulaciones de la siguiente manera: dibujamos un vértice en cada una de las
caras de nuestra triangulacion. De manera adicional, dibujamos un vértice de grado
uno (es decir, una hoja) por cada arista del poligono que no sea la definida por los
vértices 1y 2. A esta Gltima arista le asociaremos la raiz del arbol binario. Obsérve-
se el ejemplo de la figura siguiente, en la que se muestra la construccién para el caso
de un decigono.
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la combinatoria enumerativa, en el problema 6.19 de su libro de referencia Enumnie-
rative Combinatorics muestra jmas de sesenta familias combinatorias distintas que son
enumeradas por los niimeros de Catalan! Nuestra aportacion ha sido de dos fami-
lias, nada mal para un libro introductorio a la combinatoria.

Porque incluso en objetos muy complicados podemos encontrar en su interior
objetos bien conocidos, como arboles dentro de triangulaciones. Esta filosofia fue
habitual en la combinatoria de todo el siglo XX, pero adquiri6 especial importancia
a raiz de los trabajos de un personaje que haria temblar los cimientos de las mate-
maticas discretas. Un hombre sin domicilio fijo, sin posesiones materiales, pero con
una pasién y abnegacién por las matematicas como no se habia conocido antes. Un

eterno némada dispuesto a difundir las matematicas y los grandes enigmas del saber.

PERDIDOS EN UN DICCIONARIO DE SECUENCIAS NUMERICAS

Del mismo modo que el escritor utiliza el diccionario de sinénimos y anténimos para enrique-
cer su prosa, el matematico necesita recursos para refinar su investigacion. Imaginemos que
nos encontramos enumerando cierta familia pero que no sabemos cémo hallar el término
general. No hay problema. Si existe alguna persona que haya estudiado la misma secuencia
lo podremos saber consultando la The On-Line Encyclopedia of Integers Sequences, alojada
en la pagina web http://oeis.org/. Dicho proyecto se mantiene activo gracias al trabajo del
investigador Neil Sloane, del laboratorio de investigacién de la compania AT &T.

Cada secuencia que se descubre es anotada y catalogada. De esta manera, cuando un investi-
gador necesita saber si la secuencia que ha obtenido ha aparecido previamente, o si también
cuenta otra cosa, Unicamente necesita introducir los primeros términos en el buscador y
observar las coincidencias.

Como curiosidad, el lector puede intentar introducir la secuencia numérica mas famosa y
enigmatica de la televisién, la de la serie americana Perdidos: 4, 8, 15, 16, 23, 42. Observara
que la secuencia esta catalogada, y que incluso tiene referencia en esta enciclopedia numé-
rica: la A104101.
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rante la segunda mitad del siglo xx la imagen descrita se repitié en numerosas
ocasiones y a lo largo y ancho de la geografia mundial. La razén de los viajes fue
siempre la misma: las matemiticas y la intensa pasion de Paul Erdés por ellas. Su
obra matemaitica podria recibir calificativos distintos segiin quien los diga. Sin entrar
en juicios cientificos, la caracteristica mas sobresaliente de su legado es su extension
y su variedad; de hecho, su obra es muchisimo mas amplia que la de cualquier mate-
matico. Si desedsemos realizar una clasificaciéon de los matematicos a lo largo de la
historia en funcién de la cantidad de trabajos escritos, el campedn por goleada seria
Leonhard Euler. El gran cientifico de Basilea es hasta el dia de hoy el matematico
con un mayor namero de paginas escritas. Euler seria el campeén en peso, pero
Erdés lo seria en cuanto al nimero de publicaciones: un total de mas de 1.500
articulos avalan su produccién cientifica. En estos trabajos, Erdés husmeé en un
abanico muy variado de campos de las ciencias puras, que van desde el analisis
matemitico al dlgebra, pasando por la geometria. Sin embargo, a pesar de toda esa
ingente produccion matematica, ErdGs es particularmente reconocido por su de-
vocidén a un tipo de cuestiones de sabor discreto. Es en ese mundo, en el campo de
las geometrias finitas, de los grafos, de las cuentas astutas con los dedos y de las
propiedades aditivas de los niimeros enteros, donde nuestro protagonista ha reali-
zado aportaciones clave.

Mas alla de sus trabajos, Paul Erdés consiguidé por primera vez que la combina-
toria fuese considerada como una disciplina con derecho propio en el Olimpo de
las matematicas. Previamente a sus contribuciones, los problemas de naturaleza dis-
creta eran considerados como cuestiones particulares e incluso meras curiosidades
o juegos de ingenio que se encontraban subordinados a hermanos mayores de la
jerarquia del saber. Las contribuciones de Erdds, junto con los problemas (y las ra-
mas que de ellos se dedujeron) dieron consistencia a la nocién de combinatoria tal
y como la entendemos hoy, con unos problemas y unas técnicas bien propias de la
disciplina.

Sin tener en cuenta (cosa ya dificil de por si) las aportaciones cientificas del
genio, esta leyenda cientifica consiguié que las matematicas se convirtieran en una
actividad social, si por ello entendemos una actividad creativa en la que toma parte
mas de un individuo. Si hiciésemos un estudio bibliogrifico de los trabajos cienti-
ficos anteriores al segundo cuarto del siglo XX, observariamos una pauta general: la
mayoria de ellos son escritos por un tinico autor. Erdds intentd romper c¢sa norma
no escrita creando una amplia red de colaboradores. Esta filosofia le llevé a contar

con mas de 500 colegas... jun nimero mayor que la cantidad de conocidos que
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Infancia

El bullicio intelectual, artistico y cientifico en el Budapest del periodo de entregue-
rras era mas que patente. El Danubio no era una frontera natural entre la ciudad de
Buda y la villa de Pest, sino que mas bien era un nexo de union entre distintas co-
munidades para formar un crisol singular de culturas. En los cafés, los bulevares y
los parques de la capital de Hungria se respiraba un ambiente de creacidon artistica
comparable al de otras ciudades occidentales como Paris o Londres. Una parte de la
causa de esa explosion cultural se debia a la comunidad judia local, que desde déca-
das coexistia en la villa en total armonia y libertad con el resto de culturas. La situa-
cién politica del pais trataba con derecho propio al pueblo hebreo, y permitia que
dicha comunidad ¢jerciera labores civiles y politicas, derechos que ya empezaron en
la segunda mitad del siglo XiX con una monarquia dual entre Austria y Hungria. Era
tal su influencia econdémica y su contribucion cultural en el Budapest de la época
que algunos empezaron a llamar a la ciudad, con aire absolutamente despectivo,
«Judapest» en lugar de Budapest.

Ese sentimiento antisemitico desencadenaria afios mas tarde la atroz locura del
confinamiento de la comunidad judia en el gueto de la ciudad y el desplazamiento
posterior de la poblacién a distintos campos de refugiados, a cudl mas atroz. Pero
toda esta barbarie para el género humano estaba todavia por llegar y nadie podia
presagiar esos eventos en el periodo comprendido entre la Primera y la Segunda
Guerra Mundial.

En dicho contexto histérico y en aquella ciudad nacié Paul Erdés el ano 1913,
hijo de los matemaiticos judios Anna y Lajos Erdés. El pequefio Paul no llegd a
conocer a sus dos hermanas mayores, Magda y Klara, ya que éstas murieron en un
brote de escarlatina que azot6 la ciudad. Después de aquella tragedia familiar, la
joven pareja de matemdticos concentrd todas sus fuerzas en educar al pequerio
Paul, dandole todo su afecto y amor, e incluso siendo demasiado protectores con
¢l. Los tiempos eran complicados para una joven pareja de judios en un Budapest
donde el antisemitismo empezaba a emerger de manera escalofriante. Sin embargo,
no fue esa la primera mala noticia del matrimonio: un ano después del nacimiento
del pequeno Paul estallé la Primera Gran Guerra, que tuvo como detonante el
asesinato de Francisco Fernando de Austria, archiduque de Austria en Sarajevo.
Como reaccion a aquella provocaciéon y como sintoma de una situacion politica
muy tensa, el Imperio austrohtingaro declaré la guerra a Serbia. Lajos, ¢l padre de

Paul, fue movilizado.
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La tragedia llegd temprano a la familia: tropas soviéticas apresaron a Lajos y lo
llevaron cautivo a la temida y gélida Siberia durante seis largos anos. Al no tener la
certeza de volver a ver a su marido, Anna volcé todos sus esfuerzos y carino en su
pequeno bebé, de manera que su sobreproteccion la llevo a apartar al pequeno Paul
de la ensenanza tradicional en la escuela, y fue educado en casa por ella misma y por
un tutor particular. Durante aquellos afios se establecié un vinculo realmente inten-
so entre Paul y su madre; anos mas tarde, ya en su papel de némada, Anna seria la
compaiiera infatigable de los infinitos viajes de su hijo.

El talento de Paul no pasé desapercibido a su madre: se podria decir que apren-
di6 a contar antes que a caminar. Con tres afios ya era capaz de sumar, y con cuatro,
realizaba mentalmente cuentas complicadas, como calcular largos productos o el
nimero de minutos que una persona habia vivido. El descubrimiento de los nime-
ros negativos en su mas tierna infancia abrié la mente del genio hasta limites insos-
pechados, y esto le mostré que en las matematicas no existen barreras a la razon. Las
cualidades de Paul Erdds se vieron favorecidas por un ambiente absolutamente
propicio a la creacién intelectual. La Hungria en la que estaba creciendo se carac-
terizaba por tener un sistema educativo muy sélido y basado en la deteccién y
aprovechamiento de las cualidades individuales, de manera que maestros y profeso-
res de secundaria eran miembros socialmente muy reconocidos debido a su labor
formativa, que iba mas alld de las meras lecciones magistrales y daba paso a una ver-
dadera implicacién moral con los jovenes estudiantes. En consecuencia, era habitual
que grandes y prestigiosos investigadores dedicasen su tiempo a proponer y discutir
problemas con los jovenes talentos.

Una de las maltiples formas con las que se conseguia este didlogo intergenera-
cional era mediante revistas de problemas matemiticos, como la popular revista
KoéMal. de la época, boletin fundado el ano 1894 por el profesor Daniel Arany, y
que segun sus palabras servia «...para proporcionar a los profesores y estudiantes una
amplia fuente de problemas...». (La revista contintia vigente y puede consultarse en
su pagina web: www.komal.hu.) Los estudiantes de secundaria eran invitados a re-
solver problemas que aparecian en un boletin de publicacién mensual y que servian
para detectar el talento innato por las ciencias. No era cosa de nifios, ya que los
propios investigadores también dedicaban su tiempo a pensar en problemas de esta
indole y a resolverlos. Porque, en definitiva, un matemitico se dedica a esta discipli-
na por la excitacion y por la curiosidad de hallar soluciones a enigmas.

Esta filosofia llevaria afios mads tarde en Hungria a la creacién de competiciones

matematicas a nivel local y estatal, embrion de lo que actualmente son las olimpia-
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primo. Decimos que un niimero es primo si sus tinicos divisores son el 1 y él mismo.
Asi, por ejemplo, 2,7 u 11 son niimeros primos, mientras que el 6 no lo es, ya que
es divisible entre 2. El postulado de Bertrand afirma lo siguiente:

«Entre un niimero y su doble siempre existe un nimero primo».

Por ejemplo, entre el 4 y el 8 hay el nimero primo 5, o entre el 13 y el 26 esta
el 17, que también es un nimero primo. La primera demostracién de este resultado
fue realizada el ano 1850 por Tchebychev utilizando argumentos un tanto sofistica-
dos. Anos mas tarde, el genio autodidacta Srinivanasa Ramanujan hallé una demos-
tracién mas simple, pero que todavia incluia ciertos tecnicismos. Finalmente, en el
ano 1932, Paul Erdés concibidé una demostracion extremadamente elegante y ele-
mental basindose en el uso de los binomiales, de los que ya hemos hablado exten-
samente.

Fue en aquella época en la que se forjaron las estrechas colaboraciones de Erdds
con sus coetaneos hangaros. Al igual que éste, muchos habian participado en las
revistas matematicas de la época, y eso permiti6é que talentos con gran potencial se
encontrasen anos mas tarde, ya en la adolescencia, para discutir acaloradamente de
matemdticas. El lugar de reunion era fijo: la tumba del escritor desconocido en el
Parque de la Ciudad (Varosliget) de Budapest, justo delante del castillo Vajdahunyad.
Dicha escultura fue erigida en honor de un escribano anénimo del Gloriosisimo
Rey Béla (Gloriossissimus Belae Regis). Dicho escritor sin identidad es reconocido
como uno de los primeros cronistas de la historia de Hungria, alld por el siglo xi1.
Cuenta la supersticién lugarefia que tocar la pluma del escribano da suerte, y ésa es
la razén de que el bronce que la recubre esté siempre brillante. La estrella del cala-
mo del escritor sin nombre daria buena suerte a Erdds y sus companeros en el ca-
mino del descubrimiento del conocimiento.

El paso de Erdés por la universidad fue fugaz. Las restricciones de los judios a
ingresar en ella no fueron un problema para €l, ya que se erigié como ganador del
examen nacional de ingreso; eso le asegurd la plaza. De esta manera ingresé en el
afio 1930 en la Universidad Pazmany Péter de Budapest. Fue alli donde obtuvo su
doctorado en el afio 1934 bajo la direccién del gran matematico hiingaro Leopold
Fejér. En este aspecto el genio también sobresalio, puesto que dicho titulo lo obtu-
vo a la temprana edad de 21 anos (obsérvese que su ingreso en la universidad lo
llevé a cabo con diecisiete anos, de manera que obtuvo su licenciatura y su docto-

rado jen tan sélo cuatro anos!).
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Tumba del escritor desconocido, lugar de encuentro de Erdés
y de sus colegas matematicos.

La situacién para el pueblo hebreo en Hungria era més cruda dia tras dia, y la
comunidad judia empezaba a presagiar lo peor, razén por la que Erd8s decidié
partir: la situacion de un cientifico judio era, cuanto menos, dificil. Su destino fue
Inglaterra, y més concretamente la Universidad de Manchester, gracias a una invi-
tacion del gran matemadtico judio de origen americano Louis Mordell. Existe una
anécdota que el propio Erdés explica en referencia a su llegada a un lugar comple-
tamente desconocido como era Manchester; Erdds dice:

«Llegué a media tarde a casa de Mordell y no habia comido nada en todo el
dia. A las cinco sirvieron el té y yo tenia tanta hambre, y me avergonzé tan-
to confesar que nunca habia untado mantequilla en una tostada, que me puse
a imitar a los demas y descubri que no era una tarea tan dificil como aparen-
taba ser...».
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a verlos hasta después de diez afios. El dia 18 de septiembre, alejindose de Londres y
rumbo a Nueva York, Erdds se despedia de la vieja Europa... por el momento.

Estados Unidos, Israel... La vida como némada

La vida de Erdés en Estados Unidos empezo en el Instituto de Estudios Avanzados
de Princeton. Sin embargo, su estancia fue mas corta de lo que esperaba: después de
un ano de estar en aquel prestigioso centro no se le concedidé una renovacién de
la beca. Los motivos oficiales eran que no habia fondos, pero se rumoreaba que la
verdadera razén era que el espiritu colaborador de Erdds estaba molestando a las
grandes mentes pensantes que se hallaban por aquellas fechas en el centro. En cual-
quier caso, Oswald Veblen, a la sazén director del departamento de matemdticas del
Instituto, consiguid una financiacién para Erdds que se elevaba a 750 dolares men-
suales, cantidad suficiente para asegurarle el siguiente afio académico.

Después de mudarse el afio 1941 a la Universidad de Pennsylvania, un evento
sin importancia aparente acontecié en Long Island: Erdés y otros dos investigadores
se hallaban discutiendo fervorosamente y, sin razon alguna, fueron detenidos por la

con Hans Hahn, que sf lo era, y también uno de los miembros ilustres del Instituto en sus primeros
anos. A pesar de este ambiente idilico para la investigacién, muchas voces eminentes criticaron
el modelo. Es el caso del polémico y mitico fisico Richard Feynmann, que dice lo siguiente de la

institucion en su conocido libro ¢ Estd usted de broma, Sr. Feynman?:

«... Cuando estuve en Princeton en los afos 40 pude ver qué les pasa a esas grandes
mentes en el Instituto de Estudios Avanzados, quienes habian sido especialmente se-
leccionados por su tremenda capacidad y para tener la oportunidad de sentarse en su
magnifica casa en medio del bosque, sin obligacion de docencia y, de hecho, sin ninguna
obligacién. Estos pobres bastardos pueden sentarse y pensar por ellos mismos, ;no? Pues,
de hecho, no tenian nuevas ideas: tienen la oportunidad y no lo consiguen. Creo que en
esta situacion un sentimiento de culpabilidad o de depresién te invade, y uno se empieza
a preocupar por no tener ideas. Y nada ocurre, las ideas no vienen. Nada ocurre porque
no hay suficiente actividad real ni retos: no se esta en contacto con los jévenes. No tienes
que pensar en responder preguntas de los estudiantes. jNada!...».
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Erdés emigro al Instituto Technion de Isracl, en el que estuvo mas de diez afios. Fue
en este periodo cuando se empez6 a forjar verdaderamente su espiritu némada, que
ya se habia manifestado tanto en Inglaterra como en Estados Unidos.

La relacién con su madre se volvio a fortalecer a raiz del retorno de Erdés pro-
cedente de Norteamérica: cuando no viajaba vivia con ella, que se responsabilizaba
de él y de todos los detalles de su vida, para que pudiera concentrarse Ginicamente
en pensar y en crear matematicas. Su relaciéon era tan fuerte que a partir de 1964
Anna empez06 a viajar con ¢€l,a la avanzada edad de 84 anos. Su madre era su gestora,

su mentora y su consejera.

Paul Erdés y su madre.

Después de la muerte de Anna, en 1971, las excentricidades de Erdés empezaron
a ser cada vez mas evidentes. Se negaba a entrar en el antiguo apartamento de sus
padres en Budapest, pero, en cambio, pedia cobijo a sus amigos cuando se encon-
traba en la ciudad. Podia aparecer en medio de la noche, sin criterio horario alguno,
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FRASES CELEBRES PARA DEFINIR UN CARACTER

La filosofia de vida de Paul Erdos se resume de manera sencilla en su maxima «conjetura
y prueba», pero mas alla de las matematicas, los intereses de Erdés también abarcaban la
politica, la filosofia y la teologia. Valgan de ejemplo las siguientes cuotas, en las que se puede

vislumbrar un poco mas su caracter:

«No tienes que creer en Dios, pero deberias creer en El Libro» (en referencia al libro de las
demostraciones).

«En la tumba habré mucho tiempo para descansar.»

«Dios es el supremo fascista.»

«La television es un invento ruso para destruir la educacién americana.»

«Los problemas dignos de atacar demuestran su valia luchando.»

«Dios puede que no juegue a los dados con el universo, pero algo extraro esta pasando con
los nimeros primos.»

«Espero que podamos resolver estos problemas antes de salir de casa.»

«Un socialista francés dijo que la propiedad privada es un robo y yo digo que la propiedad
privada es un fastidio.»

«Pasaran millones de afos hasta que lleguemos a alguna comprension, y aun entonces no

sera completa, porque nos enfrentamos al infinito.»

premios oscilaban entre 1 délar (para problemas que a su modo de ver eran muy
simples) hasta 10.000 dolares (para aquellos de extrema dificultad, en los que él no
preveia un avance significativo en los afios venideros). Estos premios no eran mas
que excusas para ponerse a trabajar y conseguir resolver uno de los dificiles proble-
mas del tio Erdés, ya que frecuentemente se pagaban a partir de cheques sin fondo.
Cuando esta situacién se empez6 a generalizar, su consejero y amigo Ronald Gra-
ham (que hacia el papel de Anna desde el momento en que ésta faltd) empezd a
ingresar sus honorarios en una tnica cuenta. Lo curioso del asunto es que todos
aquellos que resolvian un problema querian obtener el dinero... y jenmarcar el
cheque con la firma del mito viviente!

Existe, sin embargo, una inmensidad de conjeturas de las que todavia no se co-
noce la respuesta, y, de hecho, se esti lejos de obtener algo al respecto. Una de ellas
pertenece al siguiente problema, ideado junto con su amigo de la adolescencia Paul

Turan, y por el que ofreci6é una de sus mayores recompensas, 3.000 dolares:
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razén k si todos ellos pueden escribirse de la forma a +bk donde la k toma valores
entre 0 y n. La conjetura de ErdSs-Turin nos dice, por lo tanto, que bajo condicio-
nes débiles (no sabemos nada sobre el conjunto en cuestién, inicamente que la
suma infinita diverge) el conjunto debe tener unas subestructuras bien definidas (las
progresiones aritméticas con una longitud arbitrariamente larga).

Como tendremos ocasion de ver mas adelante, esta inocente cuestién, que fue
formulada por un anciano, ha resultado ser realmente profunda y ha sido asimis-
mo el motor de desarrollo de algunas de las teorias matematicas mas importantes
y complejas de la Gltima mitad del siglo xX. Pero no adelantemos ahora aconte-

cimientos futuros.

UNA DEMOSTRACION DE DIVERGENCIA

Veamos con més detalle como podemos demostrar que la suma armoénica diverge. El primer

punto que hay que tener en cuenta es que si a<b, entonces

Partiendo de este hecho, lo que podemos observar ahora es que se cumplen las desigual-
dades:
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Teniendo en cuenta estas desigualdades, obtenemos la siguiente cota para la suma ar-

monica:
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Y esta Ultima suma es claramente divergente.
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de la primera mitad del siglo XX varios autores ya empezaron a gestar las ideas de
su existencia.

La idea es muy simple: supongamos que tenemos 100 conocidos, y que cada
uno de cllos tiene también un nimero parecido de allegados. Decimos que estos
desconocidos se encuentran a distancia 2 de nosotros, mientras que nuestros co-
nocidos se encuentran a distancia 1. El nimero de conocidos de nuestros conocidos
es, por el principio multiplicativo, aproximadamente igual (habria que tener en
cuenta los amigos comunes, pero aqui, para simplificar, no lo hemos hecho) a
100-100=10.000 personas (cada uno de nuestros amigos aporta 100 conocidos de
nivel 2). Si ahora generalizamos el argumento, el nimero de personas que se en-
cuentra a distancia # de nosotros deberia ser del orden de 100". Existe asi un creci-
miento exponencial (y por lo tanto muy rapido) de los individuos seglin la distancia
a la que se encuentren; de esta manera, con muy pocos saltos se puede llegar a cu-
brir un gran espectro de personas. El lector puede comprobar como ejercicio el
nimero de saltos que necesita para estar conectado con el presidente de Estados
Unidos, con Robert de Niro o con Carl Lewis... {Le aseguramos que el grado de
separacion sera muy bajo, mas de lo que cabria esperar en un principio!

Para estudiar de manera empirica esta cuestion, Stanley Milgram realizé el si-
guiente experimento: pidié a unas cuantas personas de la costa oeste de Estados
Unidos que enviasen un paquete a otra persona que se encontraba en Massachu-
setts. La dificultad de esta propuesta era que los participantes del experimento no
conocian la direccion de la persona que debia recibir la carta, pero si conocian su
nombre, su profesion y que habitaba en Massachusetts. Milgram les indicé que el
procedimiento que debian seguir era el de enviar el paquete a una persona que ellos
conocieran y que fuera, segin su criterio, la que mas probabilidades tendria de co-
nocer directamente al destinatario. Esta persona tendria que hacer lo mismo, de
manera sucesiva, hasta que el paquete fuera entregado personalmente a su destina-
tario. A pesar de que los participantes esperaban que este menester ocupase a un
gran nimero de personas, los paquetes que fueron entregados al destinatario co-
rrecto tomaron, de promedio, entre cinco y seis intermediarios.

Los descubrimientos de Milgram fueron publicados en Psychology Today ¢ inspi-
raron la popular maxima de los «eis grados de separacion» entre cualquier persona
del planeta. De hecho, este concepto ha inspirado un largometraje y una serie de
television con el mismo nombre, y permanece anclado a la cultura popular actual,
junto con la maxima de Andy Warhol «todos tendremos nuestros cinco minutos de
gloria». Un mundo globalizado y conectado, del mismo modo que lo estd un grafo.

79



EL ETERNO NOMADA

FRAGMENTO DEL LARGOMETRAIJE SEIS GRADOS DE SEPARACION

Seis grados de separacion, pelicula del afio 1993 dirigida por Fred Schepisi, introduce de ma-
nera sutil la nocion del pequefio mundo. En ella Paul (interpretado por un joven Will Smith)
logra introducirse en el mundo de Ouisa y Flan Kittredge, marchantes de arte de Nueva York,
haciéndose pasar por el hijo del actor Sidney Poitier. Cuando Ouisa descubre que Paul no es

quien dice ser, comenta:

«He lefdo en algun sitio que cada habitante del planeta esta separado de cualquier
otro por tan solo otras seis personas. Seis grados de separacion entre nosotros y
todo el resto del planeta: el presidente de Estados Unidos, un gondolero en Venecia,
cualquiera de nosotros. Me resulta de lo mas reconfortante que estemos tan proxi-
mos, aunque al mismo tiempo es como una tortura china porque estas obligado a
encontrar a esas seis personas para lograr la conexién. Y no son sélo los grandes
personajes: un nativo del Amazonas, alguien de la Tierra del Fuego, un esquimal. TG
y yo estamos unidos al resto del planeta siguiendo la huella de seis personas. Es un
pensamiento profundo. Cémo nos encontréd Paul. Cémo encontrar al hombre cuyo
hijo dice ser, aunque lo dudo. Cada ser humano es una nueva puerta abriéndose
hacia otros mundos. Seis grados de separacion entre nosotros y el resto del planeta.

Pero hay que encontrar a las personas adecuadas».

Caratula de la version inglesa de Seis grados de separacion.
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Capitulo 4

Contando (sin usar los dedos)

¢Como osamos hablar de leyes del azar?
:No es, acaso, el azar la antitesis de cualquier ley?
¢ q Y

Bertrand Russell

De la misma manera que existen anécdotas graciosas que involucran distintas proce-
dencias y nacionalidades, el mundo de los matematicos no puede salvarse de estereo-
tipos y de comparaciones con otras ramas del conocimiento. Una de estas bromas,
extendida a lo largo y ancho de las geografias y con diversas variantes, es la siguiente:

Un ingeniero, un matemadtico y un fisico se quedan en un hotel a pasar la
noche. El ingeniero observa que su cafetera esta echando humo, asi que se
levanta de la cama, la desconecta, la pone en la ducha y la enfria; luego vuel-
ve tranqui]amente a la cama.

Un poco mas tarde, el fisico huele a humo. Se levanta y ve que una coli-
lla ha caido en una papelera y algunos papeles que alli se encontraban han
prendido. Empieza a pensar: «Esto podria ser peligroso si el fuego se exten-
diera, las altas temperaturas podrian matar a alguien. Deberia apagar este
fuego. ;Coémo puedo hacerlo? Vamos a ver... Podria hacer descender la tem-
peratura de la papelera por debajo del punto de ignicién del papel, o quizas
aislar el combustible del oxigeno... Podria conseguir esto echando agua». Asi
que coge la papelera, se va a la ducha, y la llena de agua. Luego se va a dormir
tranquilamente.

El matematico se da cuenta de que su cama estd ardiendo porque unas
cenizas de su pipa han prendido en el colchén. El asunto no le sorprende:
«No importa, existe una solucién para este probleman, y se va tranquilamen-

te a la cama, que esta completamente envuelta en llamas.

La actitud del matematico ante la inminente tragedia revela algo que va mas alla
de la simple anécdota. A pesar del tono humoristico de este hecho, la historia muestra

una manera de pensar y de trabajar que va mas alla de la extincion de incendios.
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Esta obra sirvié como referencia fundamental en la mayoria de estudios de ingenie-
ria en la Espana de la segunda mitad del siglo xX. Transcribimos literalmente de

dicha obra el siguiente fragmento:

«Numerosisimos son los ¢jemplos y curiosidades que muestran la insuficien-
cia o los engafios de la intuicién. Por su brevedad y elementalidad nos con-
tentaremos con los dos siguientes:

1. Supongamos que un interlocutor de mediana cultura, que sepa que
Espana tiene mas de 20 millones de habitantes y que nuestro cuero
cabelludo tiene bastante menos de 5 cabellos por milimetro cuadrado,y
preguntémosle si es seguro que existen dos espaiioles con el mismo
nimero de cabellos. La imposibilidad de imaginar la experiencia com-

DIRICHLET Y LOS ALBORES DE LA TEORIA ANALITICA
DE LOS NUMEROS

Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (Diren, 1805-Gotinga 1859) es recordado por sus
aportaciones a la teoria de los nimeros. Nacido en el seno de una familia belga procedente de
Richelet (de ahi sus apellidos, Lejeune Dirichlet: /e jeune de Richelet, «el joven de Richelet»),
llevd a cabo sus estudios primero en Alemania y mas tarde en Francia, de la mano de los mas
grandes matematicos de la época. Después de un periplo por las universidades de Breslavia
y Berlin, pasé a ocupar la catedra en Gotinga que
Gauss habia dejado vacante tras su muerte. Se
caso con Rebecka Mendelssohn, hermana del fa-
moso compositor Felix Mendelssohn.

Ademaés de poner nombre al principio combina-
torio que estamos estudiando en este capitulo,
Dirichlet realiz6 contribuciones clave en el campo
del andlisis; en particular, fue el primero que utilizd
técnicas analiticas en problemas de teoria de los
numeros. De este modo, en el afno 1837 resolvio
una conjetura de Gauss: el teorema de Dirichlet
para progresiones aritméticas. Este resultado, del

que hablaremos mas adelante, es considerado el

primero de la teoria analitica de los nimeros,
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encuentran dentro de un mismo cuadrado de lado 1/2 distan como mucho la lon-

gitud de su hipotenusa, cuyo valor es:

./(1/2)3 +(1/2) =+27/2.

El lector avido de problemas y de enigmas matemdticos puede generalizar el
argumento anterior para demostrar que si dibujamos diez puntos en el interior de
un cuadrado de lado unidad, entonces existen dos puntos cuya distancia es, como
mucho, \/5 / 3.Como en el caso de las palomas, no sabemos qué puntos van a cum-
plir esta propiedad, pero jel principio nos asegura que tal pareja de puntos existe!

Finalmente, vamos a mostrar una aplicacion del mismo principio en un contex-
to mas aritmético. De hecho, vamos a mostrar uno de los problemas mas utilizados
por Erdés para detectar el talento matematico de jovenes especialmente dotados.
Una de las muchas cualidades en las que Erdds sobresalia era la de saber asignar los
problemas adecuados a las personas adecuadas. Su interés por detectar potencial
matematico le llevaba en numerosas ocasiones a relacionarse con jovenes estudian-
tes excepcionalmente dotados para las ciencias. Asi tue como, durante un almuerzo
con el joven Lajos Posa, ErdGs planted la siguiente cuestion: consideramos el con-
junto A={1,2,...,2n},y sea B un subconjunto cualquiera de A con n+1 elemen-
tos. Entonces en B existen dos elementos a y b tal que a divide a b. Antes de acabar
el almuerzo, el joven Pdsa jya tenia la solucidon! Anos mis tarde se convirtié en un
frecuente colaborador de Erdds y un distinguido profesor de matemiticas en su
Hungria natal.

Veamos coémo resolver el problema. Para entenderlo, mostremos primero un
ejemplo que nos aclare las ideas. Tomemos n=7. Un subconjunto B podria ser
(entre muchos otros) el {2,3,5,6,7,8, 11, 13}. Este subconjunto contiene el 2 y el
8,y 8 es multiplo de 2. Invitamos al lector a que intente encontrar un subconjunto
de 8 elementos que no cumpla la propiedad indicada... Como vera, el intento sera
absolutamente descorazonador.

Para demostrar el resultado, escribamos cada elemento del conjunto A de la forma
2*m, donde m es un niimero natural impar y k es mayor o igual que 0 (serd 0 Gni-
camente si el nimero inicial es impar). Puesto que todo niimero es inferior o igual a
2n, resulta que el nimero m siempre pertenece al conjunto {1, 3,5, 7, ..., 2n—1}.
Obsérvese que dicho conjunto tiene n elementos, y que, por lo tanto, m puede ser
escogido dentro de un total de n elementos. Puesto que ahora nuestro conjunto B
tiene n+ 1 elementos, por el principio de Dirichlet existen dos elementos de B cuyo
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valor de m asociado es igual. El mas pequeno de ellos serd de la forma 2, y el mas
grande, 2°m, con r<s. Esta claro entonces que el primero divide al segundo, tal y
como queriamos demostrar.

El principio de Dirichlet nos permite resolver un amplio abanico de problemas
relativos a la existencia de cierto patrén o pauta en una superestructura de la que
conocemos unicamente una informacién parcial. Como veremos en la proxima
seccion, podemos aplicar el método en situaciones mas complejas, y estas ideas de-
sembocarin en un resultado espectacular, que dari origen a una rama extremada-
mente bella de las matematicas, cuyas ramificaciones abarcan multiples campos: la
légica, la combinatoria, el analisis... Estamos hablando de la teoria de Ramsey.

De las reuniones de sociedad

La situacién que vamos a describir puede resultar familiar al lector: cierto dia reci-
bimos, de manera totalmente imprevista, noticias de un antiguo compaiero de la
escuela primaria. El camino por el que la vida le ha llevado al antes complice de
perrerias infantiles es, la mayoria de las veces, distinto al que nosotros hemos segui-
do. Pero al rememorar conjuntamente los viejos tiempos, los compaiieros de juego
en las largas tardes de verano y los amores platonicos de la infancia, surge la natural
idea de realizar una reunién con todos los amigos de antafio con los que se com-
partieron esos momentos inolvidables. Ante esta idea suelen surgir dos posturas
diametralmente opuestas: por un lado, puede resultar excitante debido a la carga
emocional de la infancia y de los tiempos pasados, pero, por otro, puede resultar una
propuesta nada apetecible, ya que recordar viejos tiempos puede abrir antiguas he-
ridas, cicatrizadas a base de tiempo y de paciencia. Supongamos que, independien-
temente de lo que pensemos, nos decidimos a asistir al evento. Y nos sorprendemos
de ver la cantidad de gente que ha venido, e intentamos asociar nifios pecosos de
nuestros recuerdos con los hombretones entrados en quilos que nos encontramos al
ir a buscar canapés. Lo que se podria pensar, y es lo que estudiaremos seguidamen-
te, es que en esta reunioén puede ocurrir cualquier cosa: que todo el mundo haya
hecho sus deberes y se haya mantenido el contacto, o bien que nadie sepa identifi-
car a los antiguos camaradas de juegos. Y, de hecho, no es asi.

De la misma manera que el teorema de Dirichlet nos da condiciones de exis-
tencia, en situaciones como la descrita también podremos asegurar la existencia de
ciertas pautas en conjuntos totalmente desordenados. En nuestro caso, en la reunién
de sociedad, podemos afirmar que si se han reunido mas de seis personas, entonces

89






CONTANDO (SIN USAR LOS DEDOS)

continuas formando un tridngulo, y de manera similar mediante aristas discontinuas
si éstas no han mantenido el contacto.

Pasemos a demostrar este hecho. Para empezar, vamos a simplificar el problema,
demostrando, por ejemplo, que la propiedad es cierta para un conjunto de seis per-
sonas. Observemos que si sabemos demostrar el resultado para el caso concreto de
seis vértices, dado que en un grafo completo con mas de seis vértices siempre po-
demos extraer esta estructura, el resultado general quedari resuelto.

Para demostrar el resultado, supongamos que fijamos nuestra atencién en el
vértice que tiene la etiqueta nimero 1. Dicho vértice es incidente mediante aristas
(de distintos colores) con cinco vecinos. La observacién clave en este punto del ar-
gumento es la siguiente: como tenemos cinco aristas y dos colores o etiquetas dis-
tintos, existe un color que aparece como minimo tres veces. Esta afirmacién surge
observando directamente todas las posibilidades o, de manera mas astuta, aplicando
el principio del palomar. Supongamos que el color predominante es el discontinuo,
y consideremos los vértices que se unen al vértice 1 mediante aristas discontinuas.
Por hipétesis existen al menos tres vértices con esta propiedad. Supongamos, para
reducir el argumento, que estos vértices son aquellos con etiquetas 2,3 y 4 (y po-
siblemente algunos de los otros, pero no nos hari falta considerarlos); si no fuera asi,
basta con cambiar las etiquetas de los vértices para obtener esa configuracién.

Bajo estas hipdtesis pueden ocurrir dos cosas: o bien alguna de las aristas entre los
vértices 2, 3 y 4 es discontinua, o bien las tres son continuas. En cualquiera de los dos
casos alcanzamos nuestro objetivo: en el primero tomamos la arista discontinua; ésta,
junto con las que unen los vértices con el vértice 1, forman un triangulo de aristas
discontinuas. En el segundo, como todas las aristas que se forman con los vértices 2,3
y 4 son continuas, en el triangulo con vértices 2, 3 y 4 las aristas son del mismo color.

SR e e

4

Consideramos las aristas discontinuas. En esta situacion concreta, el triangulo
monocromo se obtiene como resultado del triangulo con vértices 2, 3 y 4.
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Dibujo a Iapiz de Ludwig Wittgenstein, padre del positivismo légico
y gran estudioso del lenguaje (fuente: Christiaan Tonnis).

Con este resultado se inicid una nueva area de las matematicas, la teoria de
Ramsey, en la que se estudia el orden dentro del desorden. Este hecho da lugar a un
nuevo paradigma, a un nuevo «objeto del deseo»: entender por qué en ciertas es-
tructuras matematicas absolutamente desordenadas, sin ninguna pauta visible al ojo
convencional, existen de hecho subestructuras bien definidas y ordenadas. El teore-
ma de Ramsey, por ejemplo, nos dice que no importa como coloreemos las aristas
de nuestro grafo (he aqui nuestra estructura desordenada), ya que siempre hallare-
mos un subgrafo completo monocromo (y he aqui nuestra porcién de orden en el
desorden). Curiosamente, de forma independiente y sin conocimiento del teorema
de Ramsey, se encontraron resultados existenciales de la misma naturaleza, pero en
un contexto completamente distinto. Dicho de otro modo, el descubrimiento del
paradigma se realizé de manera simultinea pero independiente. Orden en el desor-
den en objetos totalmente desvinculados de los grafos completos.

Fue de nuevo la intuicién y la perspicacia de Paul Erdds las que descubrieron
resultados estructurales en objetos por completo desordenados. Viajemos ahora al
ano 1933, de nuevo en compaiiia de Erdds, al Budapest de de la década de 1930. A
un pequefio apartamento donde una adolescente, después de dibujar puntos al azar
en un folio, realiza una observacion que le cambiara la vida, profesional, personal

y amorosa...
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elastica deben encontrarse en el interior del tridngulo. Si consideramos la
recta que los une, entonces dos de los puntos del tridngulo inicial se hallan en
uno de los lados de esa recta (asi es, puesto que asumimos la condicién de que
los puntos se encuentran en posicién general). Si ahora unimos estos dos
puntos con los puntos que se encuentran en el interior del triangulo, obtene-

mos un cuadrilitero convexo.

Las tres situaciones distintas que pueden darse en el resultado de Esther Klein.

De este modo hemos demostrado el resultado, conocido popularmente como
teorema del final feliz:

«En un conjunto de cinco puntos del plano, siempre existen cuatro de ellos que
definen un cuadrilitero convexo».

Dado que el lector podria verse confundido por el nombre del teorema, ya que
el resultado no sugiere ningtn final feliz, vamos a continuar con el relato. El resul-
tado de Esther Klein fue generalizado ficilmente a pentigonos por las mentes ri-
pidas e ingeniosas de los jovenes maestros hiingaros en la resolucion de acertijos
matematicos. Pero ;es cierto que dado un valor n existe otro valor f(n) para el que
todo conjunto de mis de f(n) puntos en posicion general contiene un n-igono
convexo? La respuesta a esta cuestion no estaba nada clara.

Vislumbrando los nuevos parajes que la observacién de Esther Klein habia
abierto, en los que se combina la geometria y la combinatoria, Erdds se puso a tra-
bajar en la cuestién junto con su amigo Georges Szekeres. ErdSs vaticind, en cierta
manera, que ese resultado era simplemente un caso muy particular de una teoria
mucho mas general y rica, que anos mas tarde se convertiria en la teoria de Ramsey,
la de la blisqueda del orden en el completo desorden. Después de algiin que otro
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esfuerzo, ErdGs y Szekeres consiguieron resolver el problema, obteniendo en el afio
1933 el famoso teorema de Erdds-Szekeres:

«Sea n un niimero entero. Entonces existe un valor f(n) con la propiedad

5 2n—4
2L fin)S 1,
f( ) n—2
que cumple que si tomamos N= f(n) puntos en el plano en posicidn general, enton-

ces existe siempre un subconjunto de # puntos que define un n-igono convexon.

Erdds, junto con Szekeres, encontrd un resultado que se hallaba en el dominio
de la geometria, pero que intentaba buscar pautas dentro del caos. Toda una nueva
galaxia para ser explorada en el universo matematico. Afios més tarde, Erdds descu-
briria que la filosofia de su teorema ya habia sido previamente descubierta por el
joven Ramsey, y de ahi el nombre de la teoria para conmemorar el resultado semi-
nal de la disciplina.

UNA CUESTION MAS COMPLICADA

La prequnta natural es saber si en el teorema de Erd6s-Szekeres el valor de f(n) se encuentra

2n-4
+1.

Se trata de una cuestion abierta de la que no se sabe la respuesta. De hecho, en el mismo

mas cerca de 2”2+ 1 o bien de

trabajo, la pareja de colaboradores también realizé la conjetura siguiente:

«Todo conjunto de 2"-?+ 1 puntos en el plano en posicién general contiene un subconjunto

de n puntos que forman un n-agono convexoy.

Hasta el momento se sabe que la conjetura es cierta para valores de n menores o iguales a 6,

pero para el resto de valores Unicamente se sabe que f(n) satisface la siguiente desigualdad:

2% +1.<_f(n) S[Zn—S]“.
n-3
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Es natural que el lector contintie preguntindose por el nombre del teorema de
Esther Klein. A raiz de la colaboracién de Erdds y Szekeres, este tltimo y Esther
Klein acabaron casindose y compartieron el resto de sus vidas juntos. Esa es la razén
de que Erdds, que era un poco trotaconventos, catalogara el teorema como el del

«final feliz».

iAA¢¢%‘%
B

La pareja George Szekeres y Esther Kiein, muchos aios después del «final feliz».
Ya unidos en matrimonio, ambos fallecieron con sélo una hora de diferencia.

Revisitando la probabilidad: el método probabilistico

Hasta el momento hemos visto que para obtener la probabilidad de ganar en una
apuesta debemos utilizar las técnicas procedentes de la combinatoria para calcular
el ntimero de casos favorables. Necesitamos contar para poder decir si una determi-
nada jugada debe realizarse o, por el contrario, si es mejor abstenerse. La probabili-
dad se nutre de la combinatoria y de sus técnicas para poder sacar conclusiones. En
esta seccion veremos que de manera sorprendente podemos llegar a conclusiones
en el dominio de la combinatoria... jusando la probabilidad! Nuestra mixima en
esta seccion serd que «un suceso probable es un suceso posible»: si demostramos que
una situacién o evento tiene cierta probabilidad de que ocurra, entonces existe. Por
ejemplo, es poco probable que llueva en el desierto del Sahara, pero existe dicha
posibilidad, asi es que puede llegar a llover.

Vamos a refinar esta idea. Lo mis importante es recordar que toda probabilidad
es un valor numérico comprendido entre 0 y 1, donde la probabilidad 0 viene aso-
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ciada a un evento imposible, mientras que 1 se identifica con la absoluta certeza
metafisica. De manera similar, si existe un evento cuya probabilidad es un cierto
valor p comprendido entre 0 y 1, entonces el suceso opuesto tendrd probabilidad
1=p.Por ejemplo, si la probabilidad de que llueva manana en nuestra ciudad es igual
a p, la de que no llueva serd 1—p, ya que con certeza absoluta podemos afirmar que
«va a llover mafana o bien no va a llover manana.

Visto esto, observemos que si demostramos que cierto evento ocurre con una
probabilidad estrictamente inferior a 1, entonces su complementario (es decir, que
no ocurra el evento considerado) también tendra una probabilidad que seré distin-
ta de 0. En particular, dicho evento complementario serd probable que ocurra y, por
lo tanto, serd posible (ya que existe cierta probabilidad, por pequeiia que sea, de que
el fenémeno suceda). R esumiendo, demostrar que algo tiene una probabilidad es-
trictamente inferior a 1 nos asegura que es posible que suceda el evento contrario
(y que, por lo tanto, existe). Esta sera la idea que nos permitira asegurar la existen-
cia de un objeto determinado con propiedades interesantes sin hallar una cons-
truccién explicita de él.

Nuestro objetivo serd ahora combinar las técnicas enumerativas que hemos
aprendido al principio del texto con esta idea con el fin de obtener ciertas estima-
ciones relacionadas con el teorema de Ramsey. Supongamos que tomamos un gra-
fo completo con N vértices, y que coloreamos sus aristas con dos colores, pero lo
hacemos de la siguiente manera: para cada arista que consideramos lanzamos una
moneda equilibrada (con probabilidad 1/2 de obtener cara o cruz). Segin el resul-
tado obtenido, la arista serd continua o discontinua, respectivamente (es decir, segin
el resultado que obtengamos en la moneda, pintamos la arista de una manera o de
otra). La primera cuestion es: mediante este proceso de coloracidn aleatorio, ;cul cs
la probabilidad de colorear el grafo de un modo prefijado? Obsérvese que el grafo
completo con N vértices tiene tantas aristas como parejas no ordenadas de vértices
distintos. Esto corresponde a subconjuntos de dos vértices, y es igual a las combina-
ciones de tamafio 2 en un conjunto de tamafio N; dicho de otro modo, es igual al

namero combinatorio

N
2

Cada una de estas aristas sc¢ pinta de uno de los dos colores con probabilidad 1/2,
de manera que, por la regla de Laplace, la probabilidad total de obtener una colora-
cion predeterminada es igual a
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Expresado de otra manera: jtodas las coloraciones tienen la misma probabilidad
de aparecer mediante este proceso! (Por otro lado, esto no deberia sorprender al
lector, puesto que este fenémeno es el mismo que hemos comentado para los jue-
gos de loteria).

Realizaremos ahora una cuenta un poco mas complicada: vamos a calcular esti-
maciones para que una coloracion aleatoria del grafo completo con N vértices
tenga un grafo completo monocromo con k vértices. Notese que obtenemos una
estimacion mediante el siguiente argumento: de los N vértices del grafo inicial
elegimos k de ellos, que conformarin el grafo completo con k vértices monocro-
mos. Esta eleccion la podemos hacer de

maneras distintas, donde el binomial indica las maneras de escoger k vértices (no
ordenados) en un conjunto total de N vértices, y el 2 surge del hecho de que la
coloracién puede darse usando dos colores distintos (continuo y discontinuo). La
probabilidad de que elijamos el mismo en cada una de las

. 2 ’ = 2 .
aristas que definen estos vértices sera igual a 2 /. El resto de las aristas, que son

N k
2 2

pueden estar coloreadas como nos plazca y, por lo tanto, no tiene mayor importan-
cia el resultado que obtengamos al tirar la moneda con el fin de pintarlas.

Para ello, la probabilidad de que en una coloracién aleatoria del grafo completo
con N vértices tengamos un grafo completo con k vértices monocromos es menor
o igual al ntimero
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LOS GRAFOS ALEATORIOS

Existen fendmenos del mundo real en los que un anélisis probabilistico resulta ser el método
mas eficaz para obtener conclusiones: el dinamismo de las redes sociales, la creacion casi
repentina de millares de paginas web... sélo puede explicarse en términos aleatorios.

Este es el punto de partida de los denominados grafos aleatorios. Existen multiples formas
de construir un grafo aleatorio, pero una bien extendida, el denominado modelo G (n,p),
introducido por Edgar Gilbert en 1957, se basa en lo siguiente: consideramos n vértices, y
entre cada pareja de ellos dibujamos una arista con probabilidad p, o bien no la dibujamos con
probabilidad 1-p. Este modelo que podria parecer tan ingenuo ha centrado durante décadas
el estudio de grandes problemas aleatorios relacionados con los grafos.

Existen modelos muy parecidos, como el introducido por Erdés y su colaborador hingaro
Alfréd Rényi en el afio 1959. Lo més curioso de todo es que estos autores no se imaginaban
las implicaciones que tendrian sus ideas seminales en el estudio de fenémenos complejos
como las redes de ordenadores o la transmision de epidemias, jentre otras! En palabras del

propio Erdds:

«La manera de evolucionar de los grafos aleatorios modela (de manera simplificada)
la evolucién de ciertas redes reales de comunicacion, como por ejemplo la red del
ferrocarril o la red eléctrica de un pais o de otra unidad geogréfica, o el crecimiento
de estructuras de materia inorganica u orgdnica, o incluso el desarrollo de relaciones
sociales. Por supuesto, si uno pretende describir una situacién real, nuestro modelo
de grafo aleatorio debe reemplazarse por un modelo mas complicado, pero mas
realista».

2N,
k

Obsérvese que debemos utilizar el menor o igual, ya que estamos contando de

mas (podria ocurrir que en una misma coloracién tengamos varios grafos comple-
tos con k vértices monocromos). Vamos a estudiar con mas detalle esta expresion.
:Qué propiedad se cumple mientras este valor sea inferior a 1?2 Mientras este na-
mero sea menor que 1, estamos afirmando que el suceso opuesto (es decir, obtener
una coloracién donde no existen grafos completos monocromos con k vértices) tiene cierta
probabilidad de ocurrir, y que, por lo tanto, existe como posibilidad (podemos tirar
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Un grafo con nimero cromadtico 3 (véanse las etiquetas, que indican la coloracion)
y cuello igual @ 4 (no tiene tridangulos, pero si un ciclo de longitud 4).

Obsérvese que si un grafo tiene muchas aristas, entonces muchos vértices esta-
ran conectados entre si y, por lo tanto, el nimero cromatico del grafo sera elevado.
En cambio, al tener muchas aristas serd muy sencillo encontrar ciclos muy cortos
que nos den un valor para el cuello muy pequefio (tal y como pasaba en el grafo
completo). Reciprocamente, si el grafo tiene muy pocas aristas, el niunero croma-
tico deberia de ser pequeiio, ya que pocos vértices se encuentran unidos a los otros.
Y, tal como hemos razonado antes, el cuello del grafo serd elevado. Existe pues una
dicotomia que involucra el cuello de un grafo y su nimero cromitico: nimeros
cromiticos altos dan lugar a cuellos pequeiios, y nimeros crométicos pequefios dan
lugar a cuellos grandes. La pregunta natural es si podemos construir grafos con
cuello y nimero cromatico grande.

Este resultado fue demostrado por Erdds en 1959 usando métodos probabilisti-
cos mas avanzados, pero con las mismas ideas seminales: para probar que un objeto
existe, basta con demostrar que puede ocurrir con una probabilidad positiva. Asi el
teorema del nimero cromatico de Erdds afirma que:

«Fijados dos valores cualesquiera ry s, existe un grafo cuyo niimero cromatico
es mayor que ry cuyo cuello es mayor que .

La dificultad de construir explicitamente un grafo que retina las dos propiedades
mencionadas (nimero cromético elevado y cuello elevado) todavia es un problema
abierto a dia de hoy. Como vemos, en muchas ocasiones nos tenemos que confor-
mar con saber que existe una solucion y podernos ir a dormir tranquilos, aunque se
esté quemando toda la casa.
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Capitulo 5
La combinatoria de las cifras

El orden es el mas hermoso ornamento de una casa.

Pitagoras

Existe otro tipo de combinatoria asociada a los enteros y a sus propiedades, una
combinatoria que podria considerarse también elemental, puesto que los problemas
que en ella se formulan surgen directamente de las definiciones mas basicas. Esta
rama de las matematicas, que se encuentra a medio camino entre la teoria de na-
meros y la combinatoria, suele denominarse feorfa combinatoria de niimeros o teoria
aditiva de nitmeros, y fue nuevamente el polifacético Paul ErdSs quien puso la pri-
mera piedra en esta disciplina. Se trata de un area de gran actividad cientifica, en
buena medida gracias a los resultados y enigmas que explicaremos en este capitulo.

Empezaremos hablando de los nimeros primos, objetos que sin duda conforman
los ladrillos de la aritmética. Continuaremos con las funciones de representacion, que
seran, en cierto modo, los objetos combinatorios basicos que nos codificarin mucha
informacién combinatoria. Relacionaremos este concepto con enigmas antiguos y
todavia sin descifrar, como la conocida conjetura de Erdés-Turan. Mas tarde nos
introduciremos de nuevo en la teoria de Ramsey, con el fin de atacar otros problemas
combinatorios dentro de la disciplina de la teoria aditiva de los nimeros. En parti-
cular, veremos que ya en el afio 1927, Van der Waerden obtuvo un resultado en
teoria de Ramsey, pero en el contexto de las cifras. Sorprende que los primeros re-
sultados en teoria de Ramsey se desarrollaran de manera independiente por diversos
autores y en diversas areas, pero en un marco historico coman. El teorema de Van
der Waerden no es mas que la punta visible de un iceberg mucho mas grande y pro-
fundo. Explicaremos qué es la densidad de un conjunto numérico y veremos que a
partir de ciertas condiciones muy generales podemos conocer mucho sobre la es-
tructura interna de nuestro conjunto. Veremos el denominado teorema de Szemére-
di, resultado cumbre de la combinatoria de la segunda mitad del siglo XX, y finaliza-
remos mostrando el teorema de Green-Tao, demostrado en el afio 2003 por Ben
Green y Terence Tao, y que le valié a este tltimo la Medalla Fields en el Congreso
Internacional de Matematicos celebrado en Madrid en el afio 2006. Pero antes de
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Como el lector recordara, un nimero natural es primo si tiene como Gnicos
divisores el 1 y él mismo. Es una condicién bien sencilla y natural. Los primos son
los ladrillos de Ja aritmética y, por lo tanto, su comprension es fundamental. La pri-
mera cuestion que surge es saber detectar nimeros primos. Es decir, dado un ente-
ro 1, stenemos criterios para decidir si es primo o no? A efectos tedricos esta cues-
tion es trivial, ya que tinicamente debemos comprobar cuales son los divisores de #,
y esto puede llevarse a cabo simplemente realizando todas las divisiones posibles y
comprobando que los restos son siempre distintos de cero. Sin embargo, a efectos
practicos, decidir si un determinado niimero es primo o no es un problema com-
putacional complicado: imaginemos que debemos calcular los divisores de un na-
mero de, por ejemplo, un millén de cifras. {Los equipos informaticos actuales no

tienen capacidad para realizar esos computos! De hecho, los problemas de esta in-
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dole acostumbran a ser complejos debido a que la capacidad de cilculo de las com-
putadoras es limitada cuando la aritmética que se necesita es para enteros gigantes-
cos. Dichas dificultades se aprovechan, por ejemplo, en sistemas de criptografia que
permiten realizar transacciones por Internet de modo muy seguro.

La siguiente cuestion en este estudio es preguntarse por formulas generales que
nos generen todos los nimeros primos, o al menos algunos de ellos. Del mismo
modo que las expresiones n’ y 7n generan (al sustituir la variable n por cualquier
namero natural), todos los niimeros que son cuadrados y multiplos de siete, respec-
tivamente, jexiste una formula matematica que para cada entrada de n nos dé lugar
a un namero primo? La respuesta es que no, y eso es debido a que los niimeros
primos se comportan de manera muy misteriosa; se podria decir que se comportan
incluso de modo aleatorio.

Puesto que encontrar una férmula general para los primos es inviable, la si-
guiente cuestion natural es saber cudntos nimeros primos existen menores que un
namero #n dado. Del mismo modo que antes, no existe una férmula general para
este problema. Pero, curiosamente, lo que si se conoce son resultados aproximados,
y estos logros han sido precisamente el caballo de batalla de muchos de los mate-
maticos mas grandes de la historia.

Cuenta la leyenda que en el ano 1792,y con sélo quince aros, el principe de las
matematicas, Carl Friedrich Gauss (Brunswick, 1777-Gotinga, 1855) realizé unas
observaciones sorprendentes: a pesar de que la cantidad de nimeros primos inferio-
res a un numero dado parecia no seguir ninguna férmula matematica concreta, su

orden de crecimiento era de la forma

ln(n)

Por orden de crecimiento entendemos que la diferencia entre el valor real y el
que dicha férmula predice es mucho menor que el valor n (se podria decir que es
una muy buena aproximacién). Asi es que dicha funcién es una muy buena aproxi-
macion de la funcién real. jResulta asombroso que un joven de quince afios llegase
a esta conclusion tan sélo con calculos numéricos realizados a mano! De hecho, este
problema pasé a su desvan de problemas no resueltos por la dificultad del asunto.
Atios mas tarde, cuando la cuestién ya era de dominio publico en el mundo mate-
matico, Gauss volvid a sorprender a la comunidad cientifica con su historia de

adolescencia: él ya lo habia previsto hacia muchos afos.
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Dichas evidencias que el principe de las matematicas vislambré se convirtieron
en conjetura el afio 1798 de manos de Adrien-Marie Legendre (Paris, 1752- Auteuil,
1833), quien, a base de evidencias numéricas, llegd a las mismas conclusiones que el
joven Gauss siete anos antes. Numerosos matematicos trabajaron incesantemente en
dicho problema, pero la solucién evitaba ser encontrada. Fue en este contexto, en el
estudio del niimero de primos menores que una cantidad dada, en el que se enmar-
ca el tnico trabajo de teoria de los nimeros de Bernhard Riemann (Breselenz,
1826-Selasca, 1866). Riemann, estudiante de Gauss, escribié en 1859 su célebre me-
moria Sobre el niimero de primos menores que una cierta magnitud en un intento de mos-
trar una técnica analitica para resolver la conjetura. Riemann no consiguié hallar una
respuesta para el problema, pero, por contra, su trabajo seria uno de los mas impor-
tantes de la teoria de los niimeros del siglo X1X, al introducir la funcién posiblemen-
te mas famosa de la teoria de los nimeros (la funcién zeta de Riemann) y enunciar
la conjetura matematica mas importante de del siglo xx: la hipétesis de Riemann.

Tuvieron que pasar unos afnos hasta que en en 1898 y de manera independiente
tanto Jacques Hadamard como Charles Jean LaVallée-Poussin hallaron una solucién
al problema utilizando ambos complicadas técnicas analiticas que refinaban el pro-
fundo trabajo de Riemann. La conjetura de Legendre se convirtid en el teorema del
niimero primo, segin la forma siguiente:

«El niimero de nimeros primos menores que # es del orden de ey
In (n)

La demostracion que se conocia del teorema del niimero primo durante la pri-
mera mitad del siglo xx utilizaba técnicas analiticas muy sofisticadas y vinculadas a
la célebre funcién zeta de Riemann. La dificultad se vinculaba directamente con las
dificultades analiticas de la técnica. Por lo tanto, se creia que dicho teorema era, de
hecho, equivalente a condiciones analiticas bien complejas, inherentes a las funcio-
nes con las que se estaba trabajando. Dicha filosofia fue magistralmente plasmada
por el maestro Godfrey Harold Hardy en una conferencia impartida en el afio 1921
en el seno de la Sociedad Matematica de Copenhague:

«No se conoce una prueba elemental del teorema del nimero primo, y es
natural preguntarse si es razonable que exista una... Si alguien genera una
demostracion elemental de ese resultado, entonces mostrara que todos los
puntos de vista existentes son incorrectos, que la materia no subyace sobre
los cimientos que se suponen y sera la hora de reescribir la teoria existente».
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De arriba abajo y de jzquierda a derecha, Gauss, Legendre y Riemann:
un camino a lo largo de todo un siglo para encontrar
la distribucion de los nimeros primos.

En el ano 1948 el mundo matemitico enmudecié cuando Paul Erdés anuncié
que €l y otro gran matemitico, Atle Selberg (1917-2007), habian encontrado una
demostracion realmente elemental del teorema del niimero primo, en la que tnica-

mente se utilizaban propiedades basicas de los logaritmos. Por desgracia, sucesos
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alejados del mundo matemitico eclipsaron este importante descubrimiento. Porque
si existe una cosa que un cientifico desea mas que resolver un enigma imposible es
saber que su nombre perdurari por los tiempos de los tiempos al lado de un inmor-
tal teorema. De manera que el teorema del namero primo dio més de un quebra-
dero de cabeza a nuestro amigo Paul Erdés, y le llevé a protagonizar una de las
controversias mas intensas del siglo XX en la teoria de los niimeros.

Toda la engorrosa situacién tuvo lugar por un resultado que Selberg habia ob-
tenido y que no habia publicado. En dicho teorema, el genio escandinavo obtenia
una demostracion elemental y alternativa del teorema de Dirichlet (conocido como
el teorema de las progresiones aritméticas, y del que hablaremos mas adelante). A
pesar de que sus resultados no habian sido ptiblicos, Selberg explicé los detalles de
la prueba al matematico hingaro Paul Turan, que por aquellas fechas se hallaba en
Princeton como visitante.

Fue después de este hecho cuando Selberg partié de Princeton con rumbo a
Canada por motivos laborales. Durante aquel periodo en el que Selberg se hallaba
ausente del Instituto, Turdn se tomo la libertad de ofrecer un seminario ptblico en
el Instituto de Estudios Avanzados explicando las novedades que Selberg le habia
relatado. La casualidad del destino llevo a que Erdds se encontrase en la audiencia
ese dia y, por lo tanto, asistiese a la charla de su amigo Turan. El perspicaz matema-
tico hlingaro intuy6 que con ese nuevo y elemental enfoque se podria atacar de una
manera completamente novedosa el teorema del nimero primo, y con esta idea en
la mente se puso a trabajar enérgicamente en el problema.

Selberg retorné de Canada y hallé a un Erdés por completo enfrascado en la
resolucion del enigma. Fue Erdds quien le comenté a Selberg que, segin su fina
intuicidn, existia un camino, todavia por descubrir, que llevaba al paraiso del teore-
ma del niimero primo. Selberg, consciente de esa posibilidad, le contestd a Erdds
que su intuicion era demasiado optimista. Pero nada mas lejos de la realidad: Selberg
intuia también que se hallaba en el buen camino para hallar la prueba elemental del
teorema del niimero primo. Este compartia con Erdds la intuicién para ver mis alld
del método y vislumbrar soluciones elegantes y elementales para problemas difici-
les. Selberg era un investigador solitario, sin apenas colaboradores, mientras que
Erdds era el campedn en cuanto a colegas cientificos. No pasaron muchos dias has-
ta que ErdGs encontrd la manera de refinar el resultado de Selberg y, de manera
adicional, hallar el método para demostrar el teorema del niimero primo mediante
técnicas elementales. Finalmente Erdés lo consigui6, después de mas de doscientos
anos de investigacion en la materia.
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recibié un premio distinguido en el mundo matematico: el premio Frank Nelson
Cole Prize de la American Mathematical Society del afio 1951, importante galar-

don en el area de la teoria de nimeros.

Las funciones de representacion

Nos preocuparemos ahora de un tipo de problema combinatorio bien diferente de
los que hemos visto hasta el momento. Aparentemente el problema que empezare-
mos a discutir es mis sencillo que los que hemos estado estudiando en los capitulos
anteriores, pero el combinatorialista experto esta curtido frente a problemas de facil
enunciado y de solucién imposible.

Empezaremos con un problema muy elemental, que podemos explicar a los mas
pequenos de la casa jy del que sin duda sabrin encontrar la solucién! Dado el con-
junto de ntmeros naturales A= {0, 1, 3, 4, 5, 8}, ;de cuantas maneras podemos es-
cribir un determinado ntimero natural como suma de dos elementos (posiblemen-
te iguales) del conjunto A? Por ejemplo, 0 puede escribirse de manera tnica como
0+0; 1 se puede escribir como 1+0, o bien 0+1 (obsérvese que no importa el
orden de los sumandos); 2 puede escribirse timicamente como 1+1;y 8 puede ob-
tenerse como 3+5,5+3,8+0, 0+8, o bien como 4+ 4. Utilizando un lenguaje
matemadtico mis sofisticado, decimos que el nimero de maneras de representar un
natural n como suma de dos elementos del conjunto A es el niimero de representacio-
nes de dicho natural con respecto a A, o también la funcién de representacion asociada
a A. En nuestro ejemplo se cumple que el nimero de maneras de representar el 0 y
el 2 esiguala 1 (0+0y 1+1, respectivamente), el nimero de maneras de represen-
tar el 5 esigual a 4 (5+0,0+5,1+4 y 4+ 1), mientras que el 15 no admite ningu-
na representacion y, por lo tanto, su funcion de representacion es igual a 0.

El problema que hemos planteado es sencillo, ya que el conjunto A es finito:
puesto que A contiene un nimero de elementos que podemos contar con los dedos,
entonces tiene un elemento maximo, y todo valor mayor que el doble de ese maxi-
mo no se podra representar como suma de dos elementos. En nuestro ejemplo, el
numero de representaciones de 16 es igual a 1 (8 +8), pero para valores de n mayores
de 16, la funcién de representacion sera igual a 0, ya que los elementos de A son
demasiado pequefios para conseguir representarlos. Asi pues, el problema interesante
surge de estudiar la funcién de representacién cuando A es un conjunto infinito. Y
precisamente esta consideracion, que exista un nimero infinito de elementos, trans-
forma en nuestro caso un problema trivial en un problema endiabladamente dificil.
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modo que el nimero de maneras de representar el doble de a debe ser un ntimero
impar: la Gnica representacion en la que los dos sumandos son iguales, mas un na-
mero par de representaciones en las que los sumandos son distintos. De manera
opuesta, no obtenemos un término donde se repiten los sumandos al considerar las
representaciones de 2a +1, ya que este nimero es impar. Por lo tanto, toda repre-
sentacién de este nimero debe realizarse utilizando nimeros distintos v, en defini-

tiva, el nimero de representaciones serd un nimero par.

LOS CONJUNTOS DE SIDON, O COMO ERDOS DESCUBRIO
LA TEORIA ADITIVA DE LOS NUMEROS

La probablidad nutre la combinatoria, la combinatoria nutre la teoria de grafos... El saber estd
interconectado por caminos completamente insospechados. Y lo mismo ocurre con la teoria
combinatoria de los nimeros. En este caso, uno de los problemas clave de la teoria surge de
una rama tan aparentemente alejada de ella como es el andlisis arménico.

Cuenta la historia que en el ano 1932 el analista hingaro Simon Sidon le pregunté al joven
Erd6s sobre la aritmética de las frecuencias de ciertas funciones periddicas. Lo interesante
del problema era que con independencia de su origen, el fondo del enigma provenia de una
cuestion que mezclaba aritmética y combinatoria. La propiedad que el excéntrico profesor le
propuso al joven estudiante entusiasmé al genio debido al sabor combinatorio del problema,
que se convirtié en uno de los favoritos de Paul Erd6s, hasta el extremo de que su estudio
serfa un punto de retorno constante en la obra de Paul Erd6s.

Un conjunto de enteros se dice que es de Sidon si cualquier pareja de elementos del conjunto
(sin importar el orden) da lugar a sumas distintas. Por ejemplo, el conjunto {1, 4, 7, 10} no
es de Sidon, ya que 4+7=1+10. Existen infinidad de cuestiones relativas a estos conjuntos,
como saber buenas estimaciones para el nimero de elementos de un conjunto de Sidon con
todos los elementos menores que un entero dado. Curiosamente, el estudio de los conjuntos
de Sidon se puede destinar a areas tan técnicas como el disefio de radares y de sistemas de
comunicaciones. Aplicaciones inesperadas para teorfas multidisciplinares.

Visto el resultado que acabamos de demostrar, el lector se podria preguntar
cémo llevar esta cuestién a un contexto mas general: si en lugar de pedir que el
nimero de representaciones sea siempre el mismo imponemos que pueda variar
pero dentro de un margen preestablecido (digamos, por ejemplo, que el nimero de
representaciones solo puede ser 1,2 y 5), el problema deja de ser un ejercicio de
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al menos como suma de dos elementos de A. Dicho de otro modo, todo niimero
natural lo suficientemente grande admite una representacion como suma de dos
elementos de A. Entonces la conjetura nos afirma que bajo estas hipotesis, la fun-
cién de representacion no puede mantenerse siempre por debajo de 100, o de
1.000, o de 10.000: siempre existird un valor (puede ser inmenso) para el cual el
namero de representaciones sera superior al valor prefijado.

Mas alla de la inocencia de este problema existe una cuestion de intereses con-
trapuestos. De la misma manera que habiamos visto que un grafo con un nimero
cromitico elevado debe dar lugar a un cuello pequeiio y viceversa, en el contexto
numérico en el que nos encontramos ocurre un problema similar, pero mas com-
plicado. El método probabilistico permitia encontrar un margen en el que los dos

llustracion de la portada de algunas ediciones de la novela
del escritor griego Apostolos Doxiadis El tio Petros y la conjetura
de Goldbach, en la cual un matemético jubliado propone
a su sobrino que resuelva el famoso problema.
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Recordemos el concepto: una progresion aritmética de longitud r v de diferen-
cia b es una secuencia de ntimeros de la forma a + bk, donde k toma valores entre ()
y r—1. Dichos objetos, las progresiones aritméticas, son a la aritmética lo que los
grafos completos monocromaticos son a la teoria de grafos: las subestructuras sub-
yacentes e inevitables de los objetos completamente desordenados que estamos es-
tudiando. En los niimeros naturales existen muchisimas progresiones aritméticas y
de todas las longitudes posibles. De modo que si queremos precisar mas la idea de
que al colorear con un nimero finito de colores siempre exista un color cuya es-
tructura se asemeje mucho a la del conjunto inicial, lo que deberemos hacer es
mostrar alguna propiedad que se transfiera del uno al otro.

En este sentido se mueve el siguiente resultado, obra del algebrista neerlandés
Bartel Leendert van der Waerden (Amstcrdam, 1903-Zrich, 1996), y que resulta
ser una piedra clave en la teoria de Ramsey aplicada a la combinatoria de los con-
juntos de ntimeros. Segtn el teorema de Van der Waerden,

«Si coloreamos los nimeros naturales con un nimero finito de colores, habra un
conjunto Monocromatico con progresiones aritméticas arbitrariamente largas».

Fotografia de juventud Van der Waerden,
descubridor del teorema que lleva su nombre.
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De arriba abajo y de izquierda a derecha, Szemeréd, Furstenberg
y Gowers, tres demostraciones para un mismo teorema.

...Y a pesar de todo, existen progresiones aritmeéticas

Los ntimeros primos siempre han sido fuente de problemas muy interesantes, bien
por ser los pilares basicos en los que la aritmética se sustenta, bien por ser unos ob-

jetos con propiedades muy enigmaticas. Existen problemas relativos a los nimeros
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mente grande, el inverso del logaritmo es insignificante. En definitiva, la densidad
de los nimeros primos es igual a 0.

Tenemos entonces un problema muy grave, puesto que no nos encontramos
bajo las hipétesis del teorema de Szemerédi y, por lo tanto, no podemos afirmar que
existan progresiones aritméticas arbitrariamente largas en los nimeros primos. Pero,
a pesar de todo... jes de esperar que los primos contengan progresiones aritméticas
arbitrariamente largas? Existen evidencias numéricas de que asi es: en el afio 2008

se hall6 la primera progresion aritmética de 25 primos, dada por la férmula general

6.171.054.912.832.631 + 366.384 - 223.092.870 - k,

donde el valor de k oscila entre 0 y 24 (y los valores resultantes son todos ntimeros
primos). Dos afios mas tarde, en 2010, el resultado se consiguié mejorar hasta 26 pri-
mos en progresion aritmética mediante la siguiente formula:

43.142.746.595.714.191 + 23.681.770-223.092.870 - k,

donde ahora el valor de k varia entre 0 y 25. Todos estos resultados muestran que
hay que empezar con nimeros muy grandes con el fin de hallar progresiones arit-
méticas de primos.

Lo curioso de todo este asunto es que, a pesar de que los niimeros primos no
satisfagan las condiciones del teorema de Szemerédi, se siguen satisfaciendo sus
conclusiones; dicho de otro modo: las hipétesis del teorema de Szemerédi no se
cumplen para los nimeros primos, jpero la conclusion si que es cierta! Reciente-
mente el problema se ha resuelto de manos de dos grandes matemiticos: Ben Green
y Terence Tao. Sin lugar a dudas, estos dos investigadores marcaran muchos de los
caminos de lo que sera la investigacién en matematicas en el siglo XxI1. Segtn el
teorema de Green-Tao:

«Existen progresiones aritméticas de nimeros primos arbitrariamente largas».

En las propias palabras de los autores, la estrategia seguida para llegar al resultado
se ha basado en el hecho de que las tres pruebas existentes del teorema de Szeme-
rédi son completamente distintas (ya hemos comentado que una no se puede ob-
tener a partir de la otra por reduccion, sino que se trata de argumentos completa-
mente disjuntos). Es por ello que cuando Ben Green y Terence Tao hallaban una
dificultad en sus argumentos mediante una determinada técnica, jpasaban a utilizar

las herramientas de otro de los trabajos para poder continuar! De este modo, com-
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«Es tal la reputacién de Tao que los matemadticos compiten por atraer su in-
terés hacia sus problemas. v se estd convirtiendo en una especie de “mister
arreglalotodo” de matematicos frustrados. Si estds anclado en un problema,

entonces una solucion es atraer la atencion de Terence Tao».

Terence Tao y sus colaboradores (incluyendo a Ben Green) estin poniendo los
cimientos de nuevas teorias matematicas en las que se mezclan por igual la combi-
natoria, la teorfa de niimeros y el anlisis. Sera solo en los afios venideros cuando se
verd realmente los resultados que se pueden demostrar con toda esta potente ma-
quinaria.

¥

£33

Terence Tao a los siete anos de edad (arriba) y en la actualidad.
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