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Prefacio

Todos los pueblos y culturas se caracterizan por haber desarrollado unas creencias y
ritos propios, una filosofia de ia vida, un modo de organizacién social, un lenguaje,
una literatura, una gastronomia, unas manifestaciones artisticas, un sistema de co-
niercio, una tecnologia, una arquitectura v, ;por qué no?, unas matematicas.

Entendemos nuestras matemadticas como un producto cultural que nuestra cul-
tura occidental crea a diario en sitios especificos como son universidades y centros
de investigacién. Pero también se hacen matematicas en otros ambitos, profesionales
0 no, y cuyo conocimiento se ha desarrollado al margen de las perspectivas acadé-
mica y cccidental.

La historia de las matematicas que conocemos es occidental. Pero, atin asi, sus
cimientos se hallan en contextos extraacadémicos previos a nuestra cultura. La in-
vestigacidon antropolégica se ha preocupado poco de los aspectos matematicos. Por
fo general, no ha ido mas alla de la documentacién anecdética de sistemas de nu-
meracién y conteo. La colonizacidén occidental tampoco se ha preocupado dema-
stado por las ideas matematicas autdctonas, las cuales han permanecido ocultas y
han visto su desarrollo limitado a las actividades practicas de su cultura.

No nos referimos a unas matematicas més atrasadas, sino a unas matemdticas que
s¢ han producido de forma independiente con objetivos especificos, sobre todo
practicos. En todas las culturas es necesario hacer cosas con calidad, rigor y precisién,
Todos los pueblos cuentan, miden, localizan v disefian. Las etnomatemadticas son las
matematicas verniculas que los pueblos y culturas desarrollan para responder a sus
necesidades. Si en todas partes se llevan a cabo actividades asi, es 1ogico pensar que
ahi se hallen las raices del pensamiento matemadtico de una cultura. Evidentemente,
no debe esperarse encontrar matemdticas como las de un contexto académico. Cabe
esperar unas matemdticas en bruto, sin pulir ni tallar con relacidon a la perspectiva
académica, ideas cuyas justificaciones se basen mis en la experiencia y la prictica
que en la demostracién. Sin embargo, y por eso mismo, no estin exentas de logica.

A grandes rasgos, la investigacién etnomatemitica tiene por objetivo sacar a la
luz las matematicas autbetonas de los pueblos y culturas, valorar su uso e incorpo-
racion al cuerpo de conocimiento matematico formal, desarrollarlas y utilizarlas
como recurso educativo. ;1Donde buscar ethomatemaricas? ;Como hallarlas? ;Qué
hacer con ellas?

Este trabajo es un recorrido matemdtico por el mundo a través del tiempo y de

las culturas. Veremos que diversos pueblos han desarrollado sistemas de numeracién
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propios v mecanismos autdctonos de cleulo. Fruto de ello son los instrumentos
antecesores de las calculadoras: los quipus incas y el dbaco chino.

La organizacién espacial, bidimensional y tridimensional es fundamental en la
arquitectura y en la ornamentacién. Su importancia matemdtica es capital por el uso
riguroso que se hace en ambos casos de patrones, tanto figurativos como de repro-
duccién. Tanto es asi que un pueblo o una cultura pueden ser ficilmente identifica-
dos mediante un disefio geométrico. Desde la prehistoria hasta hoy, y a lo largo de
todo el globo, la simetria constituye un paradigma universal de expresién cultural.

El juego desemperia un papel fundamental, pues compromete a a aceptacion,
conocimiento y seguimiento de la serie de reglas que lo configuran. Ahi reside la
16gica del juego vy Ia base de la justificacidon de sus resultados y acontecimientos. Es
en el juego donde una cultura expresa su modo de comprender el azar.

No todos los pueblos separan lo matemitico de otros aspectos culturales. En un
ritual o en una ceremonia pueden desarrollarse actos que ojos ajenos interpreten
como teatro, danza, musica o geometria y que, para quienes lo ejecutan, no sean
sino una misma cosa. Pero no es éste el objetivo. No discutiremos sobre si una per-
sona nativa cree gue hace matemiticas, sino que hablaremos de las que nosotros
creemos que hace desde nuestra perspectiva.

Al final encontraremos las respuestas a las cuestiones planteadas antes con rela-
¢idn al conocimiento etnomatematico. Somos una especie matematica, y lo mate-
matico del mundo es, de hecho, etnomatematico.

No es posible conocer qué matematicas surgen en determinados 4mbitos sin
interpelar a quienes las realizan. Por ello quiero agradecer a la sefiora Ibu Ketut su
colaboracidn en lo referente a la confeccidn de ofrendas en la isla de Bali (Indonesia).
Un agradecimiento muy especial para Kamini Dandapani, de Chennai (Tamil Na-
du, India), cuyas fotografias ilustran y explican ideas matematicas subyacentes en los
kolams. Una colaboracién mds cercana, como la de Dolors Guixa y la de Joan Serra,
de Lart ORL Vitrall (Sabadell, Espafia), permite apreciar la actividad matematica
que se leva a cabo en el mundo del vitral. Gracias a todos ellos por permitirme ilu-

minar ideas y actividades matematicas que suelen hacerse a oscuras.



Capitulo 1

Origenes €tnicos
de las matematicas

Donde hay cultura hay matematicas

Matematicas se escribe con eme mayiscula en todo el mundo. Nos referimos asi a
la disciplina que se estudia en todas partes segin métodos y contenidos pricti-
camente idénticos. En todas las escuelas, institutos y universidades del planeta se
ensefia y aprende a calcular, se explica el teorema de Tales y el de Pitigoras, se re-
suelven problemas mediante ecuaciones vy sistemas y se desarrollan modelos mate-
maticos de los fenémenos mas diversos. Esa idea de las Matematicas abarca también
sus aplicaciones a otras disciplinas, estén o no relacionadas con el ambito cientifico.

En las Matematicas, los métodos hacen uso de herramientas cada vez mas sofisti-
cadas. Si la perspectiva platénica y constructivista se desarrollaba limitindose a la
regla v el compas, hoy en dia no se entiende el desarrollo matematico sin el manejo
de tecnologia avanzada, desde Ia calculadora al mas sofisticado software informitico.

Este panorama ilustra la universalidad de las Matematicas. Pero dicha universali-
dad es, sobre todo, institucional y aprioristica. Se plantea desde las instituciones y se
coordina mediante los proyectos educativos de todos los paises. Matices aparte, las
Matematicas que se enserian y aprenden, tanto en Oriente como en Occidente, al
norte y al sur del ecuador, son practicamente las mismas.

Sin embargo, existe otra universalidad de las Matematicas enraizada en todos los
pueblos y culturas del mundo, pues el desarrolio de ideas y métodos matematicos
para resolver problemas cs una cuestion universal. Desde esta perspectiva, las mate-
maticas son un producto y un fenémeno pancultural cuyo nombre deberia escri-
birse asi, con mintscula. Fue Alan Bishop quien acufié la idea en 1991. A partir de
su Enculturacién matemdtica, todos somos mas conscientes del papel de las matemati-
cas como aspecto cultural y como elemento fundamental de }a transmision de la
cultura.

Ya deberia ser cosa del pasado esa imagen estereotipada de la persona culta cuyo

conocimiento matematico es casi inexistente o evitable. La idea de cultura conlleva
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implicitos muchos contextos entre los que no puede faltar el matematico. ;Puede
existir o comprenderse un pueblo o una cultura sin matemiticas? La respuesta a esta
pregunta es negativa.

Cultura es la serie de conocimientos que la gente desarrolla a lo largo del tiem-
po v que son los que facilitan y caracterizan su modo de vida. Grupos de gente
aislados unos de otros pueden desarrollar culturas distintas cuyas diferencias podran
manifestarse en los lazos de cohesién de las comunidades, en su vivienda, en sus
hibitos de alimentacidn, sus labores de supervivencia, creencias, mitos, temores, etc.
Con el tiempo, cada cultura puede Hegar a desarrollar sistemnas de organizacién so-
cial y politico, un lenguaje, una filosofla de la vida y de la existencia, unos ritos y
creencias, una tecnologia y manifestaciones culturales de la més diversa indole: ma-
sica, danza, ornamentacidn, etcétera.

Todo esto ha ocurrido en el mundo en que vivimos, en diferentes lugares y en
tiempos distintos. La cultura occidental predominante s6lo ha tenido conocimiento
de ello desde hace unos centenares de afios. Hasta ¢l siglo Xv nada se sabia del con-
tinente americano y apenas se conocia algo fuera de la regién que hoy denomina-
mos Europa. De més alld de la India sblo se sabia lo que el vigjero Marco Polo habia
relatado al regreso de su viaje a Cipango, 1a actual China. No se tenia conocimien-
to de Oceania ni del Pacifico. El primer nombre que se dio a Australia, la isla con-
tinente, fue el de Terra Incognita.

Sin embargo, hacia milenios que esas tierras desconocidas por los europeos es-
taban habitadas por gentes que habian desarrollado sistemas de conocimiento, Se
communicaban mediante lenguas propias, algunas con signos de escritura. Vivian en
casas construidas con herramientas y utensilios con los que transformaban los ma-
teriales de su entorno: madera, bambd, barro, hojas, etc. Pasaban ratos jugando con
guijarros que distribuian ordenadamente en cavidades labradas en tablas de madera.
Viajaban y comerciaban con sus vecinos, tierra o mar adentro.

Esos pueblos sabian cémo hacer las cosas. Nadie pondria en duda que sabian
cazar, organizarse, construir, cocinar, navegar, seleccionar, localizar, disefiar, hablar,
escribir o jugar. También contaban, calculaban vy median. Pero si cada pueblo es
capaz de desarrollar aspectos calturales propios y distintos de otros como son unas
creencias, una filosofia de la vida, una arquitectura, un sistema de intercambio co-
mercial o unas manifestaciones artisticas, sno puede ocurrir lo mismo con las
matematicas?

Las Matemdticas verniculas que cada pueblo, cultura o grupo de personas es

capaz de desarrollar se conocen como Etnomatemdticas. El término fue acufiado
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por Ubiratan d’Ambrosio, matematico y educador brasilefio, a finales de la década
de 1980 En el mundo han existido y existen multitud de pueblos y culturas. Sus

ideas matemdticas propias son las que hacen de él un mundo etnomatematico.

PADRES Y MADRES DE LAS ETNOMATEMATICAS

La relacién entre Matematicas y cultura se remonta a los primeros estudios antropolégicos,
entre los que destacan los trabajos de Gay y Cole con el pueblo kpelle de Liberia, en Africa.
Pero la gestacion del concepto y del cuerpo de conocimiento con el gue hoy en dfa se conocen
las Etnomatemdticas hay que atribuirlo a los profesores Alan Bishop (Reino Unido) y Ubiratan
D‘Ambrosio (Brasil), aunque también tienen gran parte de mérito e inspiracion los trabajos
de Paulus Gerdes (Mozambique), Marcia Ascher (Fstados
Unidos) y Claudia Zaslavsky (Estados Unidos).

D’Ambrosio nacio en S&o Paulo y se licencid y doctord en
Matematicas en la universidad de dicha localidad. Realizo
un postdocterado sobre investigacidn en el Departamento
de Matemdticas de 1a Brown University de Providence, Rich-
mond (Estados Unidos).

Alan Bishop es profesor emérito de education en la Facul-
tad de Educacién de la Universidad Monash, en Australia.

Sin embargo, su vida profesional comenzo en Cambridge

{Reino Unido). Aconseja a la UNESCO sobre temas de edu-

Ubiratan D‘Ambrosio. cacidén matematica, técnica y cientifica.

Los origenes de las Matematicas, con mayuscula, tal y como las conocemos en
nuestra cultura, se remontan a miles de afios. Comio la totalidad de nuestra cultu-
ra en si, se fraguaron con ideas de diferentes partes y de diferentes pueblos. Nues-
tra forma de ser y de pensar la hemos heredado de los sumerios, de los antiguos
egipcios y griegos, del mundo arabe y de la India, y de China. Lo mismo puede
decirse de las Matemiticas, cuyos origenes son, de hecho, etnomatematicos. Nues-
tras matemdticas son producto de intercambios culturales muy antiguos y se en-
cuentran dispersas por todo el planeta. Nada comenzd al misimo tiempo ni en ¢l
mismo sitio.

Basta con salir de casa para ver que la actividad matematica se realiza en cualquier

parte y con elementos no siempre pertenecientes al mundo académico. Una inspec-

1
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cién ocular del vestigio cultural documentado en la siguiente fotografia podria dar

tugar a muchos comentarios. Algunos de ellos tendrian caricter matematico.

Una papelera en la localidad de Morella, Castelion (foto: MAF).

La imagen muestra un muro de piedra junto al cual hay un objeto metilico que
reconocemos como una papelera. Tiene forma cilindrica, con un abombamiento en
su parte inferior. Presenta dos series de perforaciones a lo largo de su perimetro a
modo de ornamentacion. En la parte superior, los agujeros son circulares; en Iz in-
Aerior, hexagonales. Se han practicado siguiendo un patron de intervalos regulares,
con un ritmo o proporcidén de dos hexigonos por cada circulo. Hay ademais unas
inscripciones hechas con tiza. Se trata de siete series de cuatro lineas paralelas cru-
zadas por otra linea transversal.

De la observacion visual de este objeto podemos aventurar hipotesis. Una es que
la cultura capaz de confeccionar un objeto como éste dispone de tecnologia capaz
de trabajar los metales duros, de moldearlos y perforarlos de modo riguroso segin
formas y patrones predeterminados. El objeto no parece hecho a mano, sino de
manera mecanica, lo que garantizaria su reproduccién en copias exactas. En cambio,
las inscripciones parecen manuales. Quien las practicd debid de contar hasta cinco

por lo menos siete veces, totalizando un recuento de 35 unidades. Lo qué contd
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jamis lo sabremos. También existe la posibilidad de que no se trate de un recuento,
sino de la plasmacién de un ritmo inconsciente, como cuando golpeamos el suelo
con el pie repetidas veces sin contar los tiempos ni los compases de la madsica que
escuchamos. En situaciones asi lo que hacemos es, simplemente, llevar el ritmo.

En cualquier caso, estas afirmaciones se basan en una sintonia cultural. Nosotros
reconocemos ese objeto como papelera. Pero ;quiénes somos nosotros? ;Los habi-
tantes de Morella, en Castelldn, donde fue tomada la imagen? ;Los de toda Espafia?
¢Los europeos? ;Identificaria este objeto como una papelera un tuareg de Mali, un
inuit de Laponia o un cosechador de arroz de la isla de Luzdn, en Filipinas? Proba-
blemente, no. Lo que seguramente reconocerian serfan la naturaleza metilica del
objeto, su forma cilindrica y sus perforaciones circulares v hexagonales. Sabrian
contar también cuintos agujeros hay de cada tipo, aunque es probable que sus tér-
minos y recuentos no se correspondieran con los nuestros. Quiza p01que no los

hayan aprendido en la escuela, sino de sus progenitores.

CIRCULOS CONCENTRICOS DE HACE 6.000 ANOS

El poklado prehistérico de Los Millares (Almeria, Espania) es un yacimiento arqueoldgico de la
Edad del Cobre correspondiente a una cultura que se desarrollé en toda la franja sur de
la Peninsula Ibérica. Las cerdmicas halladas presentan ornamentaciones de tipo geométrico,
¢omo-este cuenco qon trazos circulares concéntricos @ modo de dculos y varias series de rayas
paralelas y equidistantes. Los Oculos parecen constituir la marca de este pueblo, pues se trata

de un disefio presente en la mayoria de vestigios hallados en dicho yacimiento.

Cuenco de Los Millares, Almeria (foto: José Manue! Benito Alvarez).

13
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Otra cosa distinta es indagar en el significado de los signos de la signiente foto-
grafia. La imagen fue tomada a la entrada de una casa cueva del pueblo de Galera,
Granada. Nuestra cultura reconoce esos simbolos como cifras. Y pese a no haber
ningin signo operativo, su disposicion se corresponde con el método de multipli-
cacién manual aprendido por todos nosotros en la escuela. Que se trata de una
multiplicacién lo corrobora el hecho de que si la efectuamos, si multiplicamos 150

por 12, efectivamente el resultado es 1.800.

Entrada a una casa cueva en Galera, Granada {foto: MAP).

+Y qué decir de esta otra fotografia de la fachada del hotel Catalonia Plaza, en la

plaza de Espafia de Barcelona?

1a observacién de la imagen invita a plantear la hipotesis de que las losas que

configuran la fachada fueron disefiadas en base a una célebre identidad notable, pues

14
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el cuadrado que conforma cada ventana se descompone como suma de dos cuadra-
dos menores y dos rectangulos iguales. Si a es el lado del cuadrado més pequefio y
b es el lado del cuadrado mediano, entonces los rectingulos tienen dimensiones
a X b, y la ventana entera es un cuadrado de lado a +b. Por lo tanto:

(at+by*=a*t+2ab+b%

Pero ne sélo en dmbitos como el disefio o la arquitectura una cultura manifies~
ta sus ideas matematicas. Las matemdticas pueden hacerse explicitas en muchas otras
manifestaciones culturales; las principales se muestan en la tabla siguiente:

Manifestaciones culturales
1 Comunicacién Lenguaje, escritura, simbolos...
2 Creencias Filosoffa, cosmologfa, religién, ritos, interpretacion de los suefios...
3 Entorno Lecalizacion, fauna, flora, geologia.
4 Labor Agricultura, ganaderfa, caza, pesca...
5 Tecnologia Herramientas, artesania, armas, sistemas de unidades...
& Arquitectura Vivienda, lugares de culte, tumbas, urbanismo...
7 Alimentacién Comida, bebida, gastrenomfa...
8 Indumentaria Vestimenta, complementos...
9 Intercambio Comercio, economia, mercado, divisas...
10 Arte Musica, danza, literatura, pintura, escultura...
11 Ocio Jueqos, apuestas, deportes...
12 Relaciones Sociales, de parentesco...

Las manifestaciones culturales de cualquier pueblo se llevan a cabo por medio
de pricticas que llamaremos practicas culturales. En muchas de ellas existen ideas
matematicas implicitas, a menudo ocultas o congeladas, como las califica el profe-
sor mozambiquefio Paulus Gerdes. Desvelando y descongelando dichas ideas co-
noceremos las matemiticas de un pueblo o cultura. Ademas de estas matematicas
ocultas, puede haber ideas matematicas mdis evidentes, identificables en el pensa-
miento que los autores de dichas practicas ponen en juego durante su realizacién,
Veremos que tanto unas como otras son inseparables de la cultura en la que se

desarrollan.
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Varios son los rastros que hay que seguir para desvelar o identificar las etnoma-
tematicas dc una cultura. Puesto que algunos rasgos de las matemiticas son la obje-
tividad, el rigor vy la precisién tanto en la cantidad como en la forma, estudiando
pricticas culturales o manifestaciones en las que estos aspectos estén presentes o

sean de importancia podemos aventurarnos a hallar ideas matemdticas vernaculas.

. i)niao)
‘Mezguita (Samdrta, Trak)
e [ Antigua Bagdad (Irak)

) Pirgeides(] ' ) Stupd (Bodhnath, Nepal)
= (Egip -°=.) - Gran stupz 0 Arnigkor Wat

Pirhntides escalonadas™ _ tupa
(Teotihwiacin, México) o (Sanchi, India) (Camboya)

Storiehenge (R.

Borobudur
(Java; Indeniesia)

Grandes construcciones arquitectdnicas del mundo antiguo
basadas en el circulo, ef cuadrado y el trapecio.

Una primera aproximacién conduce a la arquitectura, la artesania, la tecnologia,
el comercio y el juego. Centrindonos en las actividades pricticas necesarias para
llevarlas a cabo, Alan Bishop concreta seis universales de actividad matemitica pre-
sentes en todas las culturas: contar, medir, localizar, disefiar, jugar y explicar. Ahi
donde se cuenta, se mide, se localiza, se disenia, se juega o se explica, cs plausible que
quienes lo hacen pongan en prictica ideas matematicas propias o autdctonas de su
grupo, pueblo o cultura. Conocerlas s conocer sus Etnomatematicas.

En torno a las Etnomatematicas se plantea la cuestién de si merecen la pena o
bien no son mis que anécdotas curiosas con las que ilustrar un recorrido exético
por el mundo. La respuesta a dicha cuestién pasa por varias consideraciones capita-
les. Se vera que algunas ideas matematicas vernaculas no sélo facilitan la resolucion
de problemas matemiticos tradicionales, sino que ademas la mejoran en el contex-
to cultural en el que se desarrollan, permitiendo una concepcidn mas clara de otras
ideas matemiticas propias del 4mbito académico. Ademas, debemos tener presente
que las Etnomatemiticas no han disfrutado del trato otorgado a las Matemadticas
académicas. Como ya observaron el profesor Gerdes y otros, la colonizacidn occi-
dental tiene parte de responsabilidad en el silencio de gran parte de las Etnomate-

miaticas y en las dificultades que han encontrado para desarrollarse.
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Nuestra concepcion de lo que es matemitico no tiene por qué coincidir con lo
que considera como matematico un nativo navajo, shuar o maori. Es posible que en
esas culturas no exista la categorizacién de lo que es matematico v, en caso de exis-
tir, podria ser que sus rasgos no se correspondiesen exactamente con los que les
atribuye la nuestra. Lo mismo ocurre con otras manifestaciones culturales. Unas
danzas dedicadas a la divinidad pueden ser tomadas por los nativos como un rezo,
una plegaria o una muestra a de agradecimiento y no como una simple expresidn
artistica.

Cuando hablemos de Etnomatematicas 1o haremos tomando como matematico
aquello que nuestra cultura considera como tal, que se caracteriza, en su nivel ele-

mental, por la objetividad, el rigor, la precisidn, la cantidad y la geometria.

Piedras, huesos y arcilla

Los origenes de las matemadticas se hallan en las ideas matematicas de algunos pueblos
prehistoricos. No podemos saber qué pensaba el hombre de Cro-Magnon, el de
Neanderthal o sus antecesores. Tan sélo podemos aventurar qué ideas matematicas
pudieron tener en mente en base a los vestigios que nos han llegado de su existencia.

En 2003, se halld en la Cueva de Blombos, en Sudafrica, un fragmento de ocre
de hace unos 72.000 anos en el que se habia labrado un disefio geométrico, tal

como se muestra en la fotografta:

Petroglifo de ia Cueva de Blombos, Sudafrica (foto: Chenshilwood).

Se trata de un disefio de unos 60 mm de longitud y una anchura mixima de
unos 2 mm. Su caricter geomeétrico proviene de las dos series de tridngulos que

lo conforman v que son el resultado de trazar una serie de paralelas. Reprodu-
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ciendo el disefto de la superficie que lo contiene se aprecia mejor su trasfondo

/ —
Z}g\w“f/\\, VAT

Quiza la superficie irregular de la piedra y una tecnologia no desarrollada sufi-

geometrico:

clentemente impidieron al autor o autora labrar con mayor rigor y mas precision lo

que el observador actual describiria como una reticula triangular:

Por los trazos del disefio se dirfa que los tridngulos no se dibujaron separada-
mente, sino que aparecen como consecuencia de la interseccidn de tres series de
segmentos paralelos. La primera serte esta formada por tres segmentos horizontales
paralelos; la segunda, por ocho segmentos paralelos inclinados hacia la izquierda; y
la tercera, por nueve segmentos paralelos inclinados hacia la derecha.

Jamids sabremos si la persona autora del disefio tuvo en mente las ideas de linea
recta, segmento, angulo, paralelismo o simetria. Tampoco sabemos si esa talla era un
emblema o un signo de algo o alguien, si tenia alguna utilidad prictica o si tan sdlo
respondia a un deseoc de belleza. Pero de su accion debemos concluir que, cons-
ciente o inconscienternerte, su objetivo era realizar una figura con esas ideas. Los
imponderables de la realidad v la ausencia de una tecnologia apropiada se lo impi-
dieron. En cualquier caso, estamos ante un vestigio prehistérico del que se puede
inferir la existencia de pensamiento mateméitico.

Mucho mis reciente es el hueso de babuino tallado que se encontrd en la zona
de Ishango en 1960}, en el entonces Congo Belga y actual Repablica Democratica

del Congo. Se le atribuye una antigiiedad de unos 20.000 afios. Al principio se
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pensd que el hueso hacia las veces de vara de contar, pues presenta diversas series de

muescas talladas a intervalos regulares, como se aprecia en la imagen:

Dos perspectivas del hueso de ishango (Museo de Ciencias de Bruselas).

El hueso contiene tres columnas de marcas agrupadas de la siguiente manera:

Columna A: 11+13+17+19=69.
Columna B: 34+6+4+8+10+5+5+7=48.
Columna C: 11+21+19+9=60.

La serie de la columna A estd formada por los nlimeros primos eatre 10 v 20. Su
suma da comeo resultado 60, un nimero que seria de gran importancia como base
de numeracidn en las culturas mesopotimicas que habitaron las tierras entre los rios
Tigris y Eufrates 15.000 afios mas tarde. El 60 es un niimero muy practico porque
posee doce divisores, entre ellos los seis primeros niimeros naturales: 1, 2, 3, 4, 5, 6,
10, 12,15, 20, 30, 60. En la colummna B encontramos una serie de multiplos y divi-
sores (3y 6,4y 8,5y 10) que se completa con el 7 para dar como resultado otro
multiplo de 12 como es 48. Forman la columna C upa serie de nimeros impares,
aunque no primos, cuya suma es tarmbién 60.

¢Hay que considerar un hecho casual que la suma de las tres columnas de mues-
cas dé como resultados 60, 48 y 607 ;Significa que quienes realizaron esas marcas
tenian ya ideas de multiplicidad y divisibilidad manifiestas en las parejas 3y 6,4 y 8,
5y 10? ;Cabe deducir de ello que también tenian una idea acerca de los niimeros
indivisibles o primos como son 3,5,7, 11, 13 y 19? Dificil responder a estas cues-
tiones, mas aln teniendo en cuenta que las rayas en el hueso no son todas de la
misma longitud y que algunas son discontinuas. Una raya discontinua ;es signo de

una o de dos unidades? ;Es un error en la ejecucién del corte?
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El fendmeno matemitico mas plausible que puede deducirse de las marcas del
hueso de Ishango es el establecimiento de una correspondencia 1-1 entre las marcas
y otros objetos, lo que constituye la base de un recuento.

Esta es una diferencia sustancial con relacién al petroglifo de Ia Cueva de Blom-
bos sudafricana. Las marcas en €l hueso de Ishango no parecen obedecer a un espi-
ritu geométrico, sino numeérico. En cambio, el espiritu del disefio de Blombos no
es numérico, sino geométrico.

Mucho después del petroglifo sudafricano y del hueso congolefio, encontramos
en el continente europeo una construccién en Ja que se citan el niimero y la geo-
metria. Se trata de las ruinas megaliticas de Stonchenge, en la llanura de Salisbury,
R.eino Unido. La estructura de Stonehenge es circular y estd conformada por cuatro
circulos concéntricos trazados por menhires de varios metros de altura. Sin duda, se
trata de la obra megalitica mis sofisticada, puesto que en ella se conjugan la ereccién

de menhires y la composicion de délmenes para dar lugar a una obra mayor.

N

F————— 10m

Planta circular concéntrica de Stonehenge (Reino Unido).

La circunferencia exterior del monumento, de un diametro de 30 m, esta for-
mada por enormes piedras con forma de prisma recto cuya parte superior estaba
originalmente cerrada por dinteles. En el interior de este circulo bay otro deter-
minado por bloques menores que encierran a su vez una estructura abierta en
herradura. Dentro de esta tiltima se halla la losa conocida como el altar. Un foso
circular de poco mas de 100 m de didmetro rodea el monumento, levantado hacia

el 2.500 a.C., aunque la parte mas antigua del recinto data del 3.100 a.C.
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Se desconoce el objetivo de esta construccidn, pero entre las funciones que se le
atribuyen destacan tres como las méas probables: recinto de culto, monumento fune-
rario u observatorio astronémico. En este sentido merece la pena destacar que por
aquella época, vy en el solsticio de verano, el Sol salia marcando el diametro principal
de la construccién. Al ocaso del mismo dia, el Sol se ocultaba sefialando el gje del
llamado Woodhenge, un lugar cercano a Stonehenge en el que se han hallado mu-
chos huesos de animales y otros objetos que pueden indicar la celebracion de cere-
monias religiosas o de culto a los antepasados.

La geometria de Stonehenge se diferencia de lo tratado hasta aqui en que es cir-
cular. Sin embargo, algo tiene en comiin con los casos anteriores, y es que su estruc-
tura se basa en una serie de repeticiones, en un patrén fijo que es lo que confiere a
la construccidn su caricter. En el petroglifo de Blombos se repetian tringulos; en
el hueso de Ishango, las marcas equidistantes. Ahora, lo que se repite es el circulo. Y
la repeticidén se hace conservando un orden estructural poderoso como es el de
mantener un mismo centro.

Podriamos ir mis alld y aventurar suposiciones a rajz de la proporcidén entre los
didmetros de los dos circulos concéntricos de Stonehenge, de aproximadamente
30my24m:

[N

0

4

=1,25.

+ |

)
8

Pero las medidas de dichos circulos muy bien podrian ser de 30,4 m y 24,1 m.

La proporcion seria entonces de:

30,4 m

~1,26~ 32 =1,259921...
24,1m

Puesto que 1,26 es una aproximacion excelente de la raiz cbica de 2, ;deberia~
mos concluir que quienes levantaron Stonehenge tenian conocimientos de propor-
cionalidad y que trazaron dichos circulos concéntricos segin la raiz ctibica de 2? La
respuesta a esta pregunta debe ser negativa en tanto que no existe ningin indicio
que apoye tal hipdtesis.

Los aspectos que vale la pena destacar de este monumento megalitico son tres: su
estructura geométrica plasmada en sus circulos concéntricos, su relacién con la astro-
nomia v el hecho de relacionar las creencias de una cultura con el rigor geométrico,

Antes de que se construyese Stonehenge, en la tierra mediante entre los rios Ti-

gris y Eufrates de Asia Menor, la cultura babilénica plasmaba sus pensamientos en
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tablillas de arcilla. Pese a tratarse de petroglifos y tener un aspecto geométrico, los
signos marcados en esas tablillas de arcilla casi 2.000 arios antes de nuestra era pue-
den calificarse de escritura. De ahi que muchas de las cosas que sabemos de los
pueblos que habitaron Mesopotamia no sean meras hipdtesis e intuiciones, sino
lecturas de sus escritos.

En la misma zona, unos 3.000 afios antes de nuestra era, la cultura sumeria co-
menzo a escribir su lengua con ideogramas. Estos fueron refinindose con cl tiempo
hasta que unos 1,000 afios més tarde habian dado paso a los caracteres de fa flamada
hoy en dia escritura cuneiforme. Fue una escritura que adoptaron otros pueblos y
que dio lagar al antigeo alfabeto persa.

Se conocen unos dos mil caracteres de dicha escritura, aunque en periodos mas
tardios el uso se redujo a unos 600. Los siguientes son los caracteres para escribir los
primeros 59 niimeros naturales y en cuyas expresiones se pone de manifiesto el uso

de la base 10 en el sistema de numeracién decimal babilonio:

1Y 1147 21t ¥ 31 ¥ « ‘Q‘Y 51 ‘(Q(Y
27 24y 2Ly 2 Ky « ny 52 < Iy
3T 34 LAY KT + Qm 53 -(Q’(m
1@ T 44y = HWF Wy kW
s 54 LYW s KT WR s«&KW®
cFF 164 20 U 30 €T o R 50 FF
B 4 v T T T
s 54 BHF 4T s EF =&
o OF U o oG
10 € 20 44 30 44 40 ‘ﬁ' 50 1#(
Simbolos de fa numeracién sexagesimal babilonia.
Sin embargo, el sistema de numeracién babilénico no se limité a la base decimal.
La wblifla YBC 729 es una tabla pequefia en la que se ha trazado un cuadrado con

sus dos diagonales. En ésta y otras tablillas se hace evidente que los babilonios usa-

ron los nimeros para mucho mas que para contar.
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fablila de arcifla babifonica YBC 729.

Los nimeros que acompafian la figura podrian referirse 2 la longitud del seg-
mento junto al que se escribieron. Sin embargo, las cifras 42, 25 y 35 parecen estar
lejos del lado y de la diagonal. ;Qué relacidén guardan 30, 1, 24,51, 10, 42,25 y 357
¢De dénde salen esas cantidades?

Supongamos que 30 unidades es la longitud del lado ¢ del cuadrado. Calculemos
la longitud D de su diagonal:

D =30-2 = 42,4264068...

Aparece una de las cifras, el 42. Pero los babilonios usaban el sistema de nume-
racion sexagesimal. Transformemos a ese sistema el resultado obtenido. La calcula-

dora lo hace automaticamente:
30-42 — 42°25'35,06".

He ahi el 42, 25 y 35. No parece exagerado pensar que quien grabd esa tablilla
o quien la encargd tuviese en mente el cilculo de la diagonal del cuadrado de lado
30 unidades y que escribiese el resultado de su excelente aproximacidn en notacién
sexagesimal: 42° 25' 35",

Pero todavia falta por justificar las cifras 1, 24, 51 y 10. ;Y si se tratase del co-
ciente, de la proporcién existente entre la diagonal y el lado del cuadrado? Veamos
cul es dicha proporcion en notacién sexagesimal:

D2 5 1o2ars1170,
-

23



ORIGENES ETNICQS DE LAS MATEMATICAS

Por lo tanto, el niimero en notacidn sexagesimal grabado encima de la diagonal
es una aproximacibén extraordinaria de la rafz cuadrada de dos. Esto confirma la hi-
pdtesis de que los babilonios tenian conocimientos geométricos y de que, aunque
no tuviesen una demostracion del teorema de Pitigoras, sablan cémo calcuiar la
diagonal de un cuadrado. Lo que no se deduce de la tablilla es cémo llegaron a
obtener esos resultados. Segiin se desprende de otra tablilla, la Plimpton 322, cono-
clan ternas pitagdricas v calcularon proporciones entre ellas, o lo que podrian ser los
lados de triangulos rectangulos, lo que hoy en dia conocemos como razones trigo-
nométricas (tangente o cosecante). Pero eso no garantiza que tuviesen conocimien-
to del teorema de Pitigoras y mucho menos una demostracion. ;Como obtuvieron
pues los resultados anteriores? ;Usaron quizas un procedimiento iterativo conver-
gente hacia una aproximacion tan buena de la raiz cuadrada de 2?

Un probiema del sistema de numeracion babilénica era la ausencia de un sim-
bolo para el cero. Sin el cero, ;¢émo distinguir entre los nimeros 106 y 162 Al
principio, se dejaba un espacio en blanco, pero el problema subsiste. ;Cémo dife-
renciariamos nosotros los tres espacios en blanco de 10.006 de los dos de 1.006? Los
babilonios resolvieron la cuestién insertando a veces simbolos de separacidn, aun-

que esto dificultaba mucho las operaciones.

Piramides y papiros

Un milenio y medio antes de Stonehenge y casi un milenio antes de las tablillas de

arcilla con escritura cuneiforme se levantaron las piramides de Egipto:

Qrientaciones de las piramides de Guiza (Egipto).
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Es posible que las dudas de como se erigieron no se disipen nunca, pero su for-
ma, orientaciéon y dimensiones invitan a pensar en la intervencién de ideas matema-
ticas en el proyecto. Las pirdmides constituian monumentos funerarios en los que
reposaria ¢l faraén gobernante, quien posefa poder total y absoluto sobre su pueblo.

La mais antigua de las piramides, la del faradn Zoser, en Sagqara, es escalonada y
fue diseflada por el arquitecto Imhotep hacia el 2.700 a.C. Unos 500 afios mas tar-
de, en el valle de Guiza, junto a El Cairo, se erigieron las tres grandes piramides, la

de Keops, la de Kefrén y la de Mikerinos. Las caracteristicas de la de Keops son:

Forma: Pirimide de base cuadrada.
Caras: Tridngulos isdsceles.
Altara: 147 m,

Lado base: 230 m.

Inclinacidn de las caras: 52°.

Inclinacion de las aristas:  42°.
Direccidn: N-S.

Conociendo el fado de 1a base v la altura de la piramide resulta facil calcular las
inclinaciones de las caras y de las aristas. Pero eso lo hacemos merced a conocimien-
tos de trigonometria de los que carecian los egipcios de aquella época. ;Coémo lo-
graron ellos dar a la pirimide la forma y las dimensiones que posee?

Vamos a tratar de esclarecer tres cuestiones matematicas con relacidn a las tres

grandes piramides:

1. ;Como se tallaron bloques de piedra hasta transformarlos en prismas rectos?
2. :Cémo se trazd en el suelo el angulo recto de la base cuadrada de la pirdmide?

3. ;Coémo se levanearon las caras triangulares con inclinacion de 52°7

Para transformar un bloque de piedra informe cn un prisma de angulos rectos
lo primero que hace el artesano es marcar una guia rectilinea en el bloque. Para ello
puede atar una cuerda tensa impregnada de tinta, que pellizcard como si de la de un
arco se tratase. La cuerda sefala sobre la superficie rugosa la direccién a seguir, que
puede ser verificada con un liston de madera y con la visual desde un extremo. Una
vez hecho esto, se repite la operacion en otro extremo de la piedra, pero de tal
modo que las dos lineas guias marcadas sean paralelas, lo que se determina a ojo.

Cuando esto se ha logrado, ya tenemos la base para tallar el primer lado plano de la
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piedra. En la actualidad, algunos constructores siguen considerando la linea deter-
minada por la visual como més precisa que un cordel tenso.

Con escuadras se puede completar el trabajo en la que va a ser la otra cara del
bloque, v asi sucesivamente, hasta terminarlo. La tarea no es sencilla. Manos inex-
pertas pueden dejar un bloque reducido a la mitad de su tamafio original.

Quizi nos preguntemos ahora cdmo construye el artesano su escuadra. ;Cémo
asegura la perpendicularidad de sus dos Jados? Esto nos conduce a la segunda cues-
tidn, la de trazar en el suelo un angulo recto. ;Como construian los egipcios de hace
4.000 afios un dngulo recto?

El tridngulo de lados 3 m, 4 m y 5 m se conoce como tridngulo egipcio. Se su-
pone que ya en la época de los faraones era usado para construir angulos rectos. In-
cluso hoy en dia se contintia empleando para este cometido en diferentes partes del
mundo, como Espafia, Argentina o Suecia, aunque en versiones mas reducidas pero
proporcionales, como 30 cm, 40 cm y 60 cm. Este pudo ser el método con el que se
trazaron los dngulos rectos de las esquinas de la base de la gran pirimide.

Otro procedimiento plausible serfa utilizar el método euclidiano. Euclides vivié
mucho después de que se construyesen las pirimides, unos 2.000 afios mis tarde,
pero el método del trazado de una perpendicular a un segmento podia ser conocido
mucho antes de que él ofteciese la demostracion. Lo mismo ocurrié con el célebre
teorema que lleva su nombre, Asi que los egipcios de hace 4.000 afios pudieron si-
tuar el vértice del angulo recto de la base de una pirdimide en un punto P. Luego
trazarian una linea recta r que pasase por P siguiendo la direccién deseada para el
lado. A continuacién sefialarian en r dos puntos Q y Q' equidistantes de P (lo que
puede lograrse con un cordel).Y, finalmente, con este mistmo cordel y con esta misma
medida PQ=PQ' (aunque podria ser otra cualquiera) trazaron dos arcos circulares
cuyo punto de corte estaria sobre la perpendicular, como se observa en la figura:
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Sin embargo, algunos especialistas en la construccién, como Peter Hodges, que
han estudiado los métodos egipcios, ven mis probable otro procedimiento. Una
razdn reside en el hecho de que en e antiguo Egipto el dngulo recto era primor-
dial, apenas se pensaba en circulos. Recordemos, por ejemplo, las bases reticulares
de sus frescos vy que sus construcciones fueron rectangulares hasta mucho tiempo
después.

Desde esa perspectiva se plantea la construccidon del angulo recto de la si-
gulente forma. Primero se procede como antes, trazando una linea recta v que
pase por el punto P donde va a situarse el vértice del cuadrado y marcando en ella
dos puntos Qv Q' equidistantes de P. Después, marcamos un punto R en un
cordel s ligado a P por su extremo. Cuando la distancia RQ se iguale con la dis-
tancia RQ', el cordel s serd perpendicular a la primera linea . Es decir, el angulo

¢ sera recto:

Q P Q

Esta idea se basa en la construccion de un tridngulo isosceles del cual la linea PR
traza su altura.

Por tltimo, ;coénto levantaron los egipcios caras con pendiente de 52°7? No se
pretende responder literalmente a esta pregunta. La pregunta se formula en térmi-
nos numéricos contempordneos, aungue su sentido es conocer como dicron a las
caras la inclinacién que tienen realmente. Tal y como sugieren los especialistas, las
inclinaciones se refieren mis en términos de relacién entre la altura y la base que en
términos del dngulo. Teniendo en cuenta que la tangente de un dngulo precisa-

mente relaciona estas dos longitudes,

147 m altura piramide

tan(52°)=1,2799... = 1,28 = .
115 m  mitad lado base
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¢Significa esto que se construy6 la gran pirimide sabiendo que las caras tendrian
esta inclinacién? Acaso lo primordial fuera que las aristas tuviesen una inclinacién
de 42°:

an(42°) = 0,90040404... ~ 0,004 = oo/ M _ _ altura pirimide
162,6 m  mitad diagonal base

Y, de ser asi, spor qué esos dngulos v no otros? ;Estin esas cantidades relacio-
nadas con las unidades de medida egipcias de entonces? ;Se trata de miltiplos de
dedos, palmos o codos? Dificil saberlo, puesto que los equivalentes de estas medidas
difieren bastante segin los intérpretes. Por gjemplo, al parecer el codo imperial
egipcio utilizado en la pirimide de Keops equivalia a 52,4 cm, mientras que otros
valores atribuidos al codo en los milenios siguientes van desde los 31,6 cm a los
51 em. Tomando como buena la equivalencia del codo imperial, la gran pirimide
tendria una altura de 280 codos y una base de lado de 440 codos. La proporcién
entre ambas es 7/11.

El motivo de dicha proporcién es un misterio. Lo que si podemos asegurar es
que en ¢l periodo del antiguo Egipto en el que se construyeron las grandes pirimi-
des se desarrollaron conocimientos y métodos matematicos rigurosos para el traza-
do de lineas rectas, paralelas y perpendiculares que permitieron erigir monumentos
extraordinarios. Por suerte, han llegado hasta nosotros papiros escritos por los que
sabemos que resolvian problemas matematicos.

La cultura del antiguo Egipto posefa una escritura jeroglifica que se expresaba
en las paredes de las tumbas de los faraones. Con el tiempo, esos signos se transfor-
marorn en una escritura mas simbdlica, la hieritica. Desarrollada a finales del perio-
do de las grandes pirimides, se utilizd para documentar toda una serie de aspectos
de la vida y de Ja cultura egipcias. El soporte de escritura eran rollos de hojas de
papiro. Gracias a ellos sabemos que los egipcios tenian una notacién numeérica de-
cimal y que resolvian problemas de geometria y de cilculo con fracciones de la
unidad.

De todos los papiros que han sobrevivido al pasa del tiempo hay uno que des-
taca por su alto contenido matemitico. Es el papiro Rhind, hallado en Tebas a me~
diados del siglo XIX cerca del mausoleo de Ramsés II. También se le conoce como
papiro de Ahmes, aludiendo al nombre del copista del escrito, quien declara estar
copiando un texto més antiguo cuyo escriba autor o autores son desconocidos. La
copia de Ahmes se data alrededor del afio 1.600 a.C., mientras que el texto original

podria ser tres siglos més antiguo.
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El papiro Rhind contiene 87 problemas matematicos. Los seis primeros se dedi-
can a la divisién de ntimeros por 10. Hay 16 problemas de sumas de fracciones, 18
problemas de tablas y ecuaciones, 8 problemas de repartos, 14 problemas referentes
al calculo de volimenes de prismas v pirdmides truncadas, 5 problemas sobre cilcu-
lo de areas de terrenos y volitmenes de sélidos circulares y 15 problemas de econo-
mia. La forma del escrito es practicamente idéntica a la que hoy en dia se escriben
las matematicas. Pocas diferencias se encontrarin comparando los apuntes de un

estudiante de matematicas de cualquier nivel educativo con el papiro Rhind.

£l papire Rhind, uno de los textos antiguos de matematicas mejor conservados.

Los egipcios construyeron también graneros cilindricos cuya capacidad calcula-
ban a partir del area circular de la base. Su regla para hacerlo era: «resta al didmetro

su novena parte y eleva el resultado al cuadrado».

liustracion que acompana ef problema 41 del papiro Rhind.
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En el problema 41 del papiro de Ahmes se pide calcular el volumen de un gra-
nero cilindrico de altura 10 ciibitos y didmetro 9 citbitos. El resultado se obtiene
multiplicando el drea de la base por la altura. Para calcular ésta se aplica la regla
egipcia. La novena parte de 9 ctibitos es 1 ctbito. La diferencia es de 8 clibitos.
Elevando este valor al cuadrado se obtienen 64 cubitos cuadrados, que multiplica-
dos por 10 dan un total de 640 clbitos clibicos. Sin embargo, la solucién exacta es:

V=m- % h=m- (4,5c)2 10c = 636,1725... ¢°.

El resultado egipcio es una aproximacion por exceso de tan sdlo el 0,6% v esta
ligada al valor implicito de Pi en su férmula, puesto que es lo Gnico que difiere de
la actual. Algunos historiadores valoran el método egipcio con relacién a esa aproxi-
macién implicita del ntimero Pi. Si comparamos la férmula implicita en la regla
egipcia con la formula del 4rea del circulo que conocemos hoy vemos que la equi-
valencia determina un valor de 3,16 para la proporcidn entre el perimetro y ¢l dii-
metro de un circulo, esto es, Pi:

2 2 5

a<[p-lp|[e] 0
9 9 81 4-64

S T= e =

. 3,16.
D D’ 81

Pero hay dos cuestiones que merecen atencién y que vale la pena valorar quiza
mis que una buena aproximacion decimal. Por una parte, los egipcios interpretaron
y cuantificaron los voliimenes multiplicando el drea de la base por la altura. Por otra,
¢cémo llegaron a esa férmula? ;Qué pensamientos no escritos en los papiros egip-
cios fueron los que condujeron al establecimiento de una fdrmula semejante? Una
hipétesis es la que relaciona la regla egipcia para el calculo del drea de un circulo
con el area de un octdgono irregular inscrito en el cuadrado de lado nueve unidades.

En la basqueda de una figura rectangular de 4rea semejante al circulo es eviden-
te que la del cuadrado inscrito es demasiado pequefia, y la del cuadrado circunscri-
to, demasiado grande. La media aritmética de ambas no proporciona una buena
estimacion del drea real del circulo, ya que equivale a tomar 3 como valor de Pi, ,
lo que, de hecho, se hizo a lo largo de varios siglos en el antiguo Egipto v en Me-
sopotamia. Pero basta hacer que una rueda dé un giro completo para ver que la

relacién entre su perimetro y el didmetro es claramente mayor que 3.
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Teniendo en cuenta que las areas, a diferencia de las longitudes, no se pueden
medir sobre el terreno, otro modo de hacerlo seria trazar un circulo, medir su peri-
metro y calcular después dicho perimetro para comparar ambos resultados. ;Qué
formula emplear para calcular el perimetro? ;Es razonable tomar como perimetro
del circulo la media aritmética de los perimetros del cuadrado inscrito y circunscri-
to al circulo? Tal vez si. Pero entonces nos encontramos con otro problema, y es que
sin el teorema de Pitagoras no podemos calcular el perimetro del cuadrado inscrito
en ¢l circulo.

Una hipdtesis es que construyeron un octigono irregular que tomaron como
equivalente al circulo. Para ello dividirian en tres partes iguales los lados de un cuadra-~
do de lado nueve unidades. Luego conectarian los ocho tercios para obtener un poli-

gono irregular de ocho lados cuya irea es visualmente indistinguible de Ia del circulo:

El 4rea del circulo es de 63,6 . La del octigono irregular difiere de ella menos
de un 1%:

A =9"—4E-32=81—18=63 u.

Otra hipdtesis se desprende del problema nimero 50 del papiro de Ahmes. Aqui
se da por sentado que el drea de un campo circular de 9 unidades de didmetro es la
misma que la de otro cuadrado de lado 8 unidades, y se remite al problema niimero
48 para su justificacidén. El problema 48 se acompafia de una figura en la que apa-
rece un poligono irregular inscrito en un cuadrado. En el centro de ambas figuras
estd escrita la cifra 8. Sin embargo, ¢l disefio es bastante impreciso. El poligono ins-
crito no tiene ocho, sino siete lados. Ademas, uno de los lados del poligono no
coincide exactamente con otro del cuadrado. En cualquier caso, ;por qué pensaban

los egipcios que un circulo de didmetro 9 equivale a un cuadrado de lado 87
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Desde la perspectiva actual, es verdad que ambas 4reas son similares:

A =745 =63,617... 4
A =8 =64 4"

Visualmente se aprecia la similitud:

N

NS

Segiin Robins v Shute, la respuesta puede que esté en el modo en que el did-

metro de este circulo puede relacionarse con el lado del cuadrado. Uniendo un
vértice del cuadrado con el punto medio de un lado se crea un tridngulo rectangu-
1o cuya hipotenusa es +/80. Este valor es muy parecido a v81 =9, que es el diametro

\

8 J80=9

NI

Lo curioso es que con esta 0iltima estimacién, tomando 9 como hipotenusa de

del circulo:

un tridngulo rectingulo de lados 8 y 4 se consigue un resultado todavia més preci-
so del area del circulo que haciendo el valor correcto v80, va que 64 esta mas
cerca de 03,617 que de 62,83:
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. . a 2
Hipotenusa incorrecta: 8 =64 4.

Valor exacto: 7£-4,5° =63,617... u®.

Jso |

Hipotenusa correcta: 7T - = =62,8318... 4.

En todo caso, se comete un error menor tomando 64 4* como area del circulo
de didmetro Yu que tomando las 63 #* que tenia el octdgono irregular de antes.

No es extrafio que se tomase un cuadrado de lado de 9 unidades para levar a
cabo el procedimiento, pero ;por qué no partir de un lado de 3,6 o 127 Si partimos
de un cuadrado de lado 3 encontramos que el octégone es de 7 1%, v no se puede
encontrar un cuadrado equivalente sin recurrir a los nimeros irracionales. Incluso
las areas de los cuadrados de lado entero méas cercanas, como son 4 y 9, estan dema-
siado lejos. Lo que si pudieron hacer es partir de un cuadrado de lado multiplo de
3 para poder hacer la divisién. Pero, ;qué maltiplo de 3 es el mis adecuado? La
proporcion entre el area del circulo inscrito (A ) a un cuadrado de lado 3x y la del

octoégono irregular (A,) correspondiente es:

X
M
s vip Lq = 9_” = 1,01,
A Tx~ 28

Son extraordinariamente similares. Encontrar un cuadrado de un area parecida
al octdgono significa encontrar un namero ¢ tal que ¢*=7x2 Es imposible para ¢
entero, pero quizd se puede encontrar alguna aproximacion, ¢ = 47, como, por
ejemplo, c=8. Este es ¢l valor dado por los egipcios y que da lugar a resultados muy
parecidos: 7x*=063 y (= 64.

Reey Pastor y Babini opinan que la regla egipcia se basa en la habilidad adquirida
por ese pueblo en el calculo con fracciones de la unidad. Si la regla habla de restar la
novena parte al didmetro, cabe preguntarse qué fraccion entera del didmetro del tipo
1/#,siendo # natural, deberfa tomarse para conseguir el lado del cuadrado equivalen-
te. Pongamos que ¢l didmetro del circulo es D=1. Restindole la fraccidon 1/n y
calculando cuil debe ser el valor de n para que elevando el resultado al cuadrado se
obtenga el drea del circulo de didmetro 1, vemos que el resultado esta cerca de 9:

>
- L. 1—l @ﬁ-%z%l@n:

2
2 n 2 # 2 _\/;

= 8,789
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Matematicas con eme mayuscula

Gran parte de las matematicas tal v como las conocemos hoy en dia son herencia
directa de la pauta establecida en los Elementos de Euclides. Esta obra no sélo docu-
menta problemas y resoluciones, sino que se pone de manifiesto un modo de pen-
sar matemdticamente que se convirtié en paradigmatico hasta que a mediados del
siglo xxX Bertrand Russell socavé sus cimientos. Valga como prueba del caticter
filosdfico v 16gico del libro el método de demostracion por reduccidn al absurdo.

La critica a los Elementos ataca a su primera linea, la definicién de que un punto
es o que no tiene partes. Hoy en dia un punto se define como un elemento de un
espacio afin o topoldgico. Pero vamos a una critica sobre la primera de las proposi-
ciones, la que versa sobre la construccién de un tridngulo equilitero y que suele
oftecerse a menudo como paradigma del proceder euclidiano, esto es, enunciado
del teorema y demostracidon mediante la aplicacidn de los axiomas establecidos. Se
trata del procedimiento con el que los egipcios pudieron trazar en el suelo las es-
guinas perpendiculares de sus pirimides.

La proposicion 1 dice como construir un tridngulo equildtero sobre un segmento.
Para ello se parte del segmento AB. Se traza con el compis un circulo de radio ABy
centro en A. Luego se repite la operacién con el centro en B. Los dos circulos traza-
dos crean dos puntos de corte Py Q, cada uno de los cuales se halla a la misma dis-
tancia de A que de B. Luego los tridngulos de vértices ABPy ABQ son equilteros:

P

Q

La critica moderna a esta demostracién alude al hecho de que da por supuesto
un axioma de continuidad de las lineas ausente en los postulados euclidianos, lo que

no garantizaria que los dos circulos vayan a cortarse en un punto.
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Por tanto, los Elementos no son la obra matemdsica definitiva, sino un producto
cultural que recoge y plasma los conocimientos de una época cuyos origenes se
hallan en diferentes culturas. Algunos se atreven a afirmar incluso que nos han en-
sefiado a pensar matematicamente. Pero el pensamiento matematico no se limita a
la triada axioma, teorema y demostracion.

Existen, de hecho, otras formas de pensamiento matematico. Pese a que en los
Elementos aparece un procedimiento algoritmico como el del cilculo del maximo
comin divisor de dos nameros naturales, no puede afirmarse que el pensamiento
algoritmico forme parte verdaderamente del pensarniento matematico de esa obra.
No encontraremos en el libro sobre algebra procesos iterativos convergentes hacia la
solucién de un problema. Estas 1deas son posteriores y caracteristicas de las culturas
china, irabe e india. Eudoxo, que quiza fue contemporaneo de Euclides, realiz6 tra-
bajos en esa linea de pensamiento, pero no fueron recogidos en los Elementos. Arqui-
medes, que vivié un siglo después de Euclides, fue quizas el primero que usd la idea
de aproximacion sucesiva convergente para calcular con la mayor precisién hasta el
momento ¢l area de un circulo. Antes que él, los trabajos de Eudoxo fueron en esa
linea, pero la idea de sucesidn y el control de su convergencia dieron lugar, casi 2.000
afios mas tarde, al calculo infinitesimal. Cabe preguntarse si el cilculo infinitesimal
habria sido considerado como un proceso o idea matemadtica por Euclides.

Bertrand Russell llevo las cosas mas lejos, hasta el punto de decir que las mate-
maticas son deducibles de la 16gica. Pero que sean deducibles de la 16gica no signi-
fica que ésta sea su esencia. A diario tomamos decisiones que la logica puede justi-
ficar, pero no las tomamos por una cuestién ldgica. Decidimos lo que decidimos
por miltiples causas, entre ellas la 16gica. Pero gran parte de nuestras decisiones las
tomamos en base a la experiencia, la intuicién, la imitacidn, el consejo v a un sinfin
de motivos que a posteriori un pensamiento racional puede validar. Pero no pensa-
mos {inicamente de esta forma. Tampoco el pensamiento matematico ni el desarro-

llo de las marematicas son esto ni se reducen a ello.

Aproximaciones sucesivas

Los Shulba Sutras son los Gnicos documentos matematicos indios del periodo védi-
co, entre los siglos 11 y vill a.C. Incluyen instrucciones para construir rigurosamente
altares de culto cuyas formas podian ser cuadradas o circulares en el imbito domés-
tico. Pero en el dominio puiblico los altares tenian que ser mas sofisticados, llegando

a incluir formas triangulares, romboidales y trapezoidales. Uno de ellos combinaba
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esos poligonos elementales para crear una figura en forma de ave, suponiendo tal
vez que ofreciendo un sacrifico sobre €l dicho pajaro llevaria en volandas el alma
del solicitante.

Un problema era la construccién de altares de drea doble que otro dado. Este es
un sencillo problema geométrico que puede resolverse de dos formas. Una, visual;
la otra, numérica. Esta Gltima es importante cuando se quiere prever la cantidad de
material necesario para su construccién. La solucién visual es inmediata: basta trazar
un cuadrado sobre la diagonal del primero que contendri exactamente cuatro mi-
tades del cuadrado precedente:

La solucién numérica pasa por la aplicacion del teorema de Pitdgoras o por la
bisqueda de un nimero que elevado al cuadrado sea 2. En efecto, ;qué lado x tiene
el cuadrado que duplica el drea de otro de lado ¢? Vedmoslo:

1 2
{&rea cuadrado ¢: ¢ o X228 =y =2,
Area cuadrado x @ %7

Los Shulba Sutras contienen las instrucciones de un procedimiento algoritmi-
co para calcular la raiz cuadrada de 2 mediante aproximaciones sucesivas. Lo que
hay que hacer es afiadir a la medida del lado su tercio, después afiadir la cuarta
parte del tercio y, finalmente, quitarle la trigésima cuarta parte del cuarto del ter-
cio. Dicho de otro modo, y siendo ¢ la medida del lado del cuadrado que se quie-

re duplicar:

1 101 1 (11
ct—rct—-|—=c|+—"| = —-¢
3 413 34 {3 4
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Resumiendo esta operacién, vemos que el resultado es una aproximacion ex-
traordinaria de la raiz cuadrada de 2, pues coincide con el valor exacto en los cinco

primeros decimales:

=1,41421568...

Posteriormente, en el siglo Xv se afladieron dos términos mds a esta aproxima-

cidn para hacerla exacta en siete cifras decimales:

~1 1
+
3.4.34:33 3.4-34.34

De donde salen estas fracciones y el ndmero 34 nada dicen los Shulba Stutras.
Como en tantos escritos de caricter matematico, se documentan los resultados, pero
no el proceso creativo que conduce a la resolucidn, Existe la hipotesis de que ese
algoritmo indio para el cilculo de la raiz de 2 estaba basado en el procedimiento
usado por los babilonios. Ya hemos visto que también este pueblo habia logrado
calcular la diagonal de un cuadrado con asombrosa aproximacion, pero carecemos
de evidencias acerca del método que siguieron. Desconocemos incluso si fueron
ideas de tipo algebraico o geométrico.

:Cémo elaboran los matemiticos una teoria del proceso creativo de la resolu-
cién de un problema? Nos vemos obligados a trazar un camino hipotético tomando
como origen el punto final del recorrido por la persona que resolvié el problema.
Saber qué pensd el autor de la resolucién documentada en los Shulba Sutras signi-
fica dar sentido a esas fracciones y a los nimeros que intervienen en ellas.

Entre las teorias mis plausibles esti la elaborada por Datta, matematico indio del
primer tercio del siglo xx. Comencemos pensando que la aproximacion se obtiene
siguiendo los pasos de una sucesién numérica que comienza con la longitud unidad
del lado de un cuadrado:

{1, 1,33333, 1,41467, 1,4142157, 1,4142135 } > 2.

En un cuadrado de lado unidad; esa unidad es también el area. Puesto que el
primer paso consiste en afiadir un tercio, dividimos el cuadrado en tres partes igua-
fes para obtener tres cintas rectangulares. Llamamos A v B a las dos primeras y divi-
dimos la tercera en tres partes iguales. Cada una de ellas serd un cuadrado. Al supe-
rior lo Hamamos C y dividimos los dos inferiores en cuatro partes cada uno. El
proceso da lugar a la siguiente configuracién:
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C

Disponemos ahora de once cintas (A4, B, C'y las ocho més pequeiias), que colo-

camos alrededor del cuadrado original de la siguiente manera:

[ 1

Completando la esquina vacia cerraremos un cuadrado cuya drea superara pre-
cisamente en la de esta esquina a la duplicacién que queriamos obtener, pues las
cintas afiadidas suman exactamente el drea del cuadrado original. Pero observemos
que si se afiade la esquinita, la longitud del cuadrado resultante es precisamente la

dictada en los Shulba Sutras:

T+—+

| =

1
3

W=
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Datta explica la incorporacién de la fraccion 1/(3-4-34) desde una perspectiva
algebraica més occidental. Segiin él, la justificacién reside en que esa esquina vacia
es un exceso que se reparte entre los dos lados que la provocan. Eso quiere decix
que el area de la esquina, que es 1/122 se distribuird en dos rectingulos y en tina

nueva esquina de lado x que se quitaran a los lados superior y lateral derecho de la

PN FUL IS SV U
3 12 12

Llegados a esta iguaidad, el argumento de Datta es que el drea de la nueva esqui-

pieza:

na que quedara vacia, ese cuadradito de lado x, es despreciable por diminuta, v en-

11 1Y 1
Dox|ldot— =] — | = x=—
( 3 12] Lz] 1234

Quizé fue asi como pensé el autor indio, pero ese argumento algebraico y ese

tonces:

razonamiento de despreciar cantidades extremadamente pequefias no sintonizan
demasiado con la blisqueda de valores cada vez mas precisos. Ponerse en la piel del
autor indio o, mejor dicho, en su mente, significa buscar la razén geomeétrica de ese
raro factor del denominador que es, a priori, el nlumero 34. El problema es dividir
la esquinita cuadrada de lado 1/12 en tantas partes como cabe ésta en los lados su-
perior y lateral derecho de la pieza, que son 16+ 16=32 partes. Quitando una
amplitud de 1/(12-32) en cada uno de los 16 cuadraditos que forman el perfil de

la pieza obtendremos otro poligonoe inscrito en un cuadrado cuyo lado seri:

1 1

1
3 12 12-32

El 4rea de este cuadrado se aproxima mucho més al valor deseado:
1 1)
1+—+— | =2,00694... = £ =+0,35%
3 12

2
1+1+LML =1,99957... = £ =-0,022%.
3 12 12-32

Que siga sin aparecer el valor 34 puede deberse a que quizi se hicieron intentos

de mejora, pero existe atin otra posibilidad mas plausible, En lugar de reducir los
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lados del poligono irregular anterior, recortemos el cuadrado de lado 1 +1/3+1/12
en sus lados superior y lateral derecho. En cada uno de ellos el lado de la esquinita

cabe precisamente 17 veces:

17e
16e T

—17e

16e

Dividimosla pues en 34 cintas para quitar 17 del lado superior y otras tantas del
lateral derecho del cuadrdo grande. Haciendo esto habremos quitado un exceso en

forma de esquina cuadrada minfiscula, de lado:

12-34

La pieza resultante volvera a ser un poligono irregular inscrito en un cuadrado

que tiene por lado precisamente fa aproximacion dada en los Shulba Sutras:

1+ 1/3+1/12-1/(12-34)

P 2/ 1=-21/1+¢/1+1
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Del juego entre el exceso de quitar 34 esquinas y la escasez de reducir 33 pare-
ce proceder la alternancia entre las cifras 33 y 34 que caracterizan las siguientes

aproximaciones del procedimiento indio:

1.1 1 1 1

- + :
3 12 12-34 12-34-33 12-34-34

Sin embargo, y siguiendo una linea de pensamiento paralela a la india, la divisién
del cuadrado original en cinco partes proporcionaria una primera aproximacion
mejor a la duplicaciéon que la divisién en tercios.

Esta linea de pensamiento no es euclidiana. Pese a ser ldgica y deductiva, no se
basa en unos axiomas que aplicar para llegar a demostrar un resultado previsto de
antemano. Aqui no hay teorema, demostracién y conclusion, sino la biisqueda de

algo cuyo caricter conocemos a medida que nos acercamos a ello.

Etnomatematicas: las matematicas como fenémeno cultural

El pensamiento matematico se hace mis complejo y profundo en aquellas culturas
que poseen un lenguaje escrito v estd directamente asociado a esa capacidad. De
aquellas culturas de las que tenemos documentos escritos sabemos ¢émo pensaban,
pero no absolutamente porque en sus escritos matematicos no se refleja todo. De
hecho, lo que falta se pareceria bastante a lo que si escribié Euclides en los Elemen-
tos. Es decir, los actos de pensamiento que relacionan causa y efecto.

En las pirimides de Egipto vemos el cuadrado v no el circulo. En Stonehenge
vemos el circulo y no el cuadrado. ;Serd el cuadrado una forma para los monumen-
tos relacionados con la muerte como fueron las piramides? ;Serd que el circulo se
relaciona mds con cuestiones astronémicas y ritos vinculados al Sol o la Luna?

Las culturas de las que hemos hablado en este primer capitulo dejaron de existir
hace mucho. Sus ideas matematicas fueron desarrolladas mucho antes de lo que
ahora llamamos cultura occidental. Su desarrollo fue un fenémeno local: cada pue-
blo hizo sus matematicas y resolvié de modo auténomo y autdctono los problemas
a los que se enfrentd; fueron Etnomatematicas.

Tenemos una idea de lo que son las matematicas y de ¢cOmo se han generado
muy ligada a la idea de un recorrido bastante continuo en el espacio y en el tiempo.
Por lo visto, en la prehistoria no fue asi.

Asi comenzd todo en nuestra cultura, ;Qué hay v qué ha habido fuera de ella?
Antes de que Colon descubriese América, existian culturas que habian desarrollado
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importantes conocimientos matematicos.Y después del descubrimiento del nuevo
continente v en la actualidad existen culturas difercntes de la occidental que tam-
bién han desarrollado conocimientos matematicos gracias a los cuales son como son

y han sobrevivido. De esto hablaremos a continuacién.

MATEMATICA RURAL

A finales de la década de 1980 la profesora Guida de Abreu estudio los procedimientos mate-
maticos usados por los campesinaos del noreste de Brasil. Las discrepancias entre los métodos
~escolares y los autéctonos del mundo rural constituian un obstaculo para la implementacion
de nuevas técnicas agricolas. El célculo del &rea de un triangulo, por ejemplo, se efectuaba
multipficando el promedio de la ongitud de dos de sus lados por la mitad del otro. Es decir,
(x+y)-z/4.
Este método tiene sus riesgos. En el caso de un tridngulo equildtero de lado x, la superficie
obtenida asi serfa S=x2/2, que es distinta del valor real de (XZ\E }/ 4_En el caso del triangulo
- rectanguio de lados 30 m y 40 m e hipotenusa 50 m, las tres opciones posibles dan lugar
a tres areas distintas. E! valor reai es de 600 m?. Los valores por el procedimiento rural son
$,=800m?, S, =875 m?y 5, = 675 ¥,

50m
30m

A0 m

Puesto que este Gltimo valor es el méas proximo al correcto y se ha obtenido tomando el
promedio de Jos dos lados mas largos, invita a pensar que la observacidn de dicha norma
proporcione resultados més precisos. Cierto es que resulta mucho mds practica que el calculo
trigonométrico. Ademas, el sistema de unidades de medida utilizado en este contexto agrario
se basaba en la braca, el cubo vy la conta. La medida de la braca podta variar entre 2 my
2,20 m, y se correspondia con la medida estdndar tomada en un bastén de madera. & cubo
era la superficie de un cuadrado de lado una braca. La conta era la superficie de un cuadrado

con 10 bragas de lado.
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Capitulo 2

Contar y calcular mas y mejor

Numeracion y calculo escritos

¢Qué pensariamos si paseando por una calle nos encontrisemos un papel en el sue-

lo como el signiente?

> Ra_ned
Anh > 1 © _
o > | O OO

caus

Aan vebom finc
disav hhtya

VV O O ©O©
yyo
VV

\%

©0©

lo

O 0

‘Anaan vebomne

>

Esta es una reproduccién libre de una tablilla sumeria de hace més de 4.600 afios
hallada en Suruppak (Irak). Segiin Georges Ifrah (Marrakech, 1947), puede tratarse
de la divisién mas antigua jamaés escrita. Este matemdtico e historiador ha escrito
obras ingentes y muy meticulosas acerca de los sistemas de numeracién y de cilcu-
lo de todo el mundo. Sistemas desarrollados mucho antes de que las matematicas
recibieran ese nombre.

La tablilla trata sobre la distribucién de cebada entre varios hombres. La colum-
na izquierda habla de la cantidad de cebada que hay que repartir, un granero y
siete silas (un granero equivalia 2 1.152.000 silas). La columna derecha contiene los
cilculos necesarios para determinar el reparto. La interpretacién del texto de la
tabilla es que al repartir un granero de cebada entre varios hombres han correspon-
dido 7 silas a cada uno de ellos. Siendo éstos 164.571, han sobrado 3 silas.
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En la tablilla original se hace uso de figuras geométricas trazadas a mano para
representar las cifras de la divisidén. Con bolas y conos, unos pequetios y otros ma-
yores, se representaban los nitmeros. El cono pequefio era la unidad; una bola co-
rrespondia a 10 unidades; un cono grande, a 60 unidades; un cono grande perfora-
do eran 600; unz bola, 3.600, y la bola perforada, 36.000 unidades.

Ei proceso de divisidén en la tablilla se desarrolla de la manera siguiente. El divi-

dendo es 1.152.000. Su descomposicidén en potencias de 60 es:
1.152.000=5-60°+2-10-602

Pero, en lugar de expresarla asi, y puesto que no se conocen objetos represen-
tantes de cantidades mayores, lo que pudo hacerse fue utilizar la mayor unidad de la
época, es decir, 36.000. Si queremos expresar 1.152.000 con bolas perforadas, debe-

remos tomar 32:
1.152.000=32-36.000.

Al distribuir 32 bolas de éstas en 7 partes iguales, vemos que tocant a 4 y sobran
otras 4. Las 4 que tocan a cada hombre constituyen el coclente y son las bolas
perforadas que aparecen en la parte superior derecha de la tablilla. Las 4 que sobran
son el resto de este primer reparto. Hay que dividirlas de nuevo en otras 7 partes.

Puesto que son 4-36.000 silas, en piezas inferiores son:

4-36.000 = 144.000=40-3.600.

Es decir, 40 bolas sin perforar. Las repartimos en grupos de 7 para obtener un
cociente de 5 y un resto igual de 5 bolas. Estas bolas restantes, equivalentes a 5 - 3.600

unidades, se descomponen en conos grandes perforados de 600 unidades cada uno:
5-3.600=18.000=30600.

Son 30 conos grandes perforados a repartir entre siete. El cociente es 4 y el res-
to, 2. Sobran, pues, 2 conos grandes perforados de 2600 = 1.200 unidades que hay
que repartir de nuevo entre 7. Utilizamos para ello el «cilculo» o piedra inmediata-

mente inferior, gue es el cono sin perforar de 60 unidades:
1.200=20-60.

Estos 20 conos se dividen a su vez entre 7,10 que da de cociente 2 y resto 6. So-
bran, pues, 6 -60 =360 unidades. Estas equivalen a 36 bolas de 10 unidades cada una:
360=36-10.
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CALCULOS SUMERIOS

Los célculos fuerpn pequerios objetos de piedra o arcitla cuyas formas y tamanos sirvieron
para representar cantidades. Su uso dio nombre a la actividad de «calculars. Un célculo era
cada una de esas piezas. Los sumerios usaron como célculos pequefios conos y bolas que
perforaban para distinguir su significado numérico.

tos tlamados hoy en dia «célculos renaless son pequefas concentraciones de materiales
sélidos en el rifién, Generalmente, los célculos renales son calcificaciones y las molestias que

ocasionan estan diréctamente relacionadas con su tamario.

Cono Bola Cono grande Cono grande Esfera Esfefa
pegueiio perforado perforada

La divisidn de 36 entre 7 proporciona un cociente de 5 sobrando una bola de
10 unidades o, lo que es lo mismo, 10 conos pequerios. Para terminar, los dividimos
entre 7 y obtenemos el tltimo resto de 3 unidades o conos pequefios, En la tabla

siguiente se resume todo el proceso:

Jlsdhos, | canidag | Peses orsporlentes | Pieagsobrntes
Bolas perforadas 4.7 4
Bolas 5.7 5
Conos perforados 4-7 4
Conos 27 2
Bolas pequenas 5.7 5
Conos pequefios 1-7+3 1 3

Las que aparecen en la casilla superior de la columna derecha de la tablilla se

corresponden con la tercera columna de la tabla. Debajo de esas piezas estin los
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3 conos pequefos correspondientes al resto de la division (cuarta columna de la
tabla). Desde luego, es una division en toda regla.

A los egipcios del afio 2.000 a.C. les resultaba ficil multiplicar o dividir por 10,
pues para ello bastaba con sustituir cada simbolo de las cifras de] ntumero en cues-
tién por los simbolos de las superiores o inferiores correspondientes. Véanse, por
ejemplo, las expresiones de 48 y de 480 de la figura siguiente (recordemos que los

egipcios escribian de derecha a izquierda):

AN
i nn ®
NN OO
NN OO 480
NN

NN

A la hora de multiplicar por otras cantidades no se aplicaba un algoritmo como
el nuestro, sino que se seguia un procedimiento basado en la duplicacion o multi-
plicacion por 2. Para efectuar el producte de 117 por 14 se formaban dos columnas.
En la de la izquierda se anotaban las sucesivas potencias de 2, y en la de la derecha,
las duplicaciones de 14. Las columnas terminaban justo antes de que las potencias

de 2 superasen la cantidad por la que se multiplicaba 14, es decir, 117:

1 14
2 28
4 56
8 112
16 224
32 448
64 836

Ahora se busca en la columna de la izquierda una combinacién cuya suma sea 117:
1+4+16+32+64=117.

Entonces, el resultado de la multiplicacién es la suma de los niimeros en la co-

lumna de Ja derecha correspondientes a esos sumandos:
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14 +56+ 224+ 448 + 896 =1.638.

Lo que se hace en la columna de la izquierda equivale a buscar la expresién en
base 2 del mayor de los factores del producto:

117=1-2041-24 1-2440-2°4+1-2240-2'4+1-2°=1110101,,

Esta expresion determina el resultado. Los egipcios de hace 4.000 afios, al pare-

cer de forma inconsciente, efectuaban un cambio de base numérica para multipli-

car. El éxito de su procedimiento se basa en que siempre es posible hallar una suma

en la columna izquierda que coincida con el valor deseado, esto es, expresar un ni-

mero natural en base 2. Experimentalmente vemos cudl es la causa:

12=2%-3=2%-2+1)=23+22
15=3-5=(2+1)- (22+1)=23+2?+2+1.

Los primeros niimeros naturales cumplen esa propiedad:
1=20 2=2!, 3=21+2°% 4=2% 5=224+1, 6=22+2! 7=22+21+2°..,

Si # es un niimero natural que la cumple, entonces su siguiente, n+ 1, también
la verifica. En efecto, si # es par, ninguno de los sumandos que lo componen es
2°=1.Por lo tanto, ésta ser la potencia de 2 a afladir para formar su siguiente #n+ 1.
De este modo, n+ 1 serd suma de potencias de 2. En cambio, si n es impar, su des-
composicién como suma de potencias de 2 acaba con 2°. El namero siguiente # + 1
se forma afladiendo una unidad, esto es, otro sumando 2°. Junto al otro que va po-
sefa, se crea uno de valor 2°+2°=1+1=2=2"§i un sumando 2' ya aparecia en la
descomposicidn, entonces s¢ sumari al nuevo formando otro sumando de valor 22
En cualquier caso, el resultado sera una suma de potencias de 2.

Seflalando las potencias con las que se escriben en base 2 los 10 primeros ni-

meros naturales se aprecia el patrén de formacion:

Potenciade2 0 }{1(2}3;4|5|6|7(8|9(10(11]12}13|14}15]| 16
0 * * * * * * * *
1 * | % w | ow * | | *
2 PO R RO x| % | % | %
3 P S U T O IR R
4 *
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La divisién egipcia de aquella época se hacia de manera similar, sdlo que apli-
cando el proceso a la inversa, planteando la divisién como si de una multiplicacién
se tratara. Por ejemplo, en la division de 92 entre 9 la cuestién seria por qué nime-
1o hay que multiplicar 9 para obtener 92. Primero construimos las columnas corres-
pondientes. A la izquierda, las sucesivas potencias de 2;a la derecha, las duplicacio-

nes de 9 hasta justo antes de superar el valor 92:

1 9
2 18
4 36
8 72

Buscamos ahora en la columna derecha una suma que dé 92. Como no la hay,
la divisién no es exacta. La suma mas proxima es 18 +72 = 90. Luego el cociente de
la divisidn es 2+ 8 = 10 (la suma de potencias de 2 correspondientes a los valores 18
vy 72), v el resto es 2.

Contar en y con otros lugares

Para contar hace falta tener nombres para las cantidades. Todos los idiomas y lenguas
los tienen, aunque los hay que carecen o carecian de escritura propia para represen-
tarlos. Hoy en dia los simbolos de las cifras se han hecho pricticamente untversales
v se utilizan en cualquier rincén del planeta. Los términos con los que la gente
cuenta y nombra los niimeros también son equivalentes. Sin embargo, la fidelidad
de una traduccidén puede no corresponderse con la fidelidad del concepto.

Muchos curopeos de hace un par de siglos pensaban que los africanos eran ape-
nas capaces de contar hasta mis de diez. Esa creencia fue desmentida por informes
de algunos comerciantes del siglo Xvi1 y por estudios antropoldgicos llevados a
cabo a lo largo del siglo xx.

Algunos podrian pensar que el pueblo kpelle de Liberia central y Guinea, en
Africa, carece de habilidades numéricas por el mero hecho de ayudarse de pilas de
guijarros para realizar operaciones aritméticas. Sin embargo, en un estudio llevado
a cabo por Gay y Cole, los kpelle nativos obtuvieron mejores resultados en la esti-
macién del niimero de guijarros en pilas de varios tamafios que los estudiantes de -

la universidad americana de Yale.
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GESTICULACION NUMERICA EN AFRICA

El' pueblo zuld son ia mayor de las etnias de Africa septentrional. Se encuentran, sobre todo,
en Sudafrica, pero también existen grupos zuldes en Zimbabwe, Zambia y Mozambique, El
kamba es una lengua perteneciente a la familia bantl gue se habla en Kenia y Tanzania,
en Africa oriental. La tabla siguiente muestra los gestos de ambos pueblos para indicar los

numerales det 1 al 10.

Numero Zulu (Africa septentrional) Kamba (Kenia)

1 Extension del medique izguierdo | Extension det indice derecho

5 Extension del mefiique Extension del indice y el corazén
y el corazodn izquierdos derechos

3 Extension de tres dedos Extension del indice, el corazén

exteriores de una mano y el anular derechos

Separar en «V» la pareja indice-
4 Extension de cuatro dedos corazén de la pareja anular-mefigue
en la mano derecha

5 Extension de cinco dedeos El pufio derecho cerrado

Cogerse el mefiique izquierdo

6 E ion del pulgar derec
»x{»ensno del pulgar derecho con la mano derecha

4 Extension del pulgar y el indice Cogerse el mefique y el anular
derechos izquierdos con la mano derecha

L Cogerse el meftique, el anular y el
Extensién de tres dedos 9 9 y

8 corazén izquierdos con la mano
: de la mano derecha

derecha
5 Extension de cuatro dedos Cogerse con la mano derecha los
de la mano derecha cuatro dedos de la mano izguierda
10 Extensidn de todos los dedos Ambos puiios cerrados

Contamos y calculamos con un sistema de numeracion decimal que expresamos
de forma oral y escrita. Nuestra sociedad no ve con buenos 0jos que una persona
adulta se ayude de los dedos para contar, algo solamente tolerado en el periodo de
aprendizaje de los nifios.

Escribimos y verbalizamos nuestros nlimeros con simbolos y fonemas en los que
se pone de manifiesto la base decimal de nuestro sistema. Tenemos uno distinto para
cada niimero del 1 al 10. A partir del 10, las raices fonéticas determinan la expresion

verbal de cada cantidad. Por ejemplo, del 11 al 19:
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A 12 13 14 15 16 17 18 19

once | doce trece | catorce | quince | dieciséis | diecisiete | dieciocho | diecinueve

1-ce 2-ce 3-ce 4-ce 5-ce 1046 10+7 10+8 10+9

Lo mismo ocurre en las sucesivas potencias de 10, base del sistema, en las que las
primeras silabas sefialan su nimero: treinta (30}, cuarenta (40), cincuenta {50), dos-
cientos (200), trescientos (300), cuatro mil (4.000), cien mil (100.000). Una expre-
si6n como «siete mil trescientos cincuenta y dos» lleva implicita la descomposicién
decimal de la cantidad a la que nos referimos:

7-1.000+3-100+5-10+2,

Dentro de nuestra cultura occidental existen diferencias. Pese a utilizar el mismo
sisterna de numeracién decimal, en francés Ja expresion oral de las decenas superiores
a cincuenta se construye tomando veinte como referente. Ochenta son «quatre-
vingtr, esto es, cuatro veces veinte. Qchenta y cinco se dice «quatre-vingt cingp, o sea,
4-20+5.

Claudia Zalavsky (Nueva York, 1917-2006) fue pionera en el estudio de ideas
matemdticas vernaculas, contribuyendo a la gestacién de las Etnomatematicas. Su obra
Africa Counts (Africa cuenta) es un estudio en el que anticipa muchos de los aspectos
que afios més tarde conformarian lo que el profesor brasilefio Ubiratan I’ Ambrosio
flamé Etnomateméticas. Zalavsky recopilé multitud de ideas matematicas gestadas en
el seno de culturas africanas: sisternas de numeracidn de base no decimal, cilculo di-
gital y patrones geométricos, tanto de construccién como de ornamentacibn.

Fuera de nuestra cultura occidental son corrientes las expresiones orales en las que
se toma como referente el niimero cinco para denotar cantidades superiores a los
dedos de una mano. En algunas variedades lingifsticas del bantti (Africa central), la
raiz para el niimero 5 es tano y determina los términos para el 6, el 7,¢l 8 y el 9. Estos
se construyen afadiendo a dicha raiz correspondiente a las 5 unidades las termina-
clones 1 (~wmwel, 2 {-vali), 3 (-tatu) v 4 (-ne). De esta forma se obtienen los términos
para el 6 (tano-na-mwe), et 7 (tano-na-vali), el 8 (tano-na-tatu) y €l 9 (tano-na-ne).

En Guinea-Bissau y Africa Central se usan también sistemas basados en el cinco
y en el veinte, entendiéndose el cinco como los dedos de una mano, y el veinte,
como el total de dedos de una persona, manos y pies. De esta forma se habla de «dos
manos» para referirse al 10 o de «wn hombre completo» para el 20. Una expresién

como «cinco hombres enteros» corresponderia al 100.
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El modo en que un pueblo se refiere a los nimeros denota el modo en que los
piensa. Esas terminologias autdctonas resultan pricticas para contar cantidades
pequefias, pero no para realizar operaciones con niimeros grandes. El sistema de
numeracién del pueblo igbo {Nigeria) se basa en el veinte. Su término para el
cuadrado de 20 es nnu. Y el cuadrado de 400 se expresa como nnu khuru nnu, que
significa «400 encuentra 400».

Un contexto donde los nlimeros desempefian un papel primordial ¢s el del co-
mercio. Para comerciar es necesario saber medir y pesar, saber calcular y disponer
de alglin sistema de registro. Ningiin comercio es posible sin el intercambio, lo que
hace necesaria una unidad de valor. Esto nos lleva a la multiplicacién y la divisién.
En Africa se han usado como moneda las conchas, las vacas, la sal, los esclavos y el
oro. Hoy en dia prima el dinero, aunque en mercados locales el intercambio direc-
to de objetos diversos también se practica.

Hace un siglo, el pueblo ewe de la costa de Guinea comerciaba con conchas de
cauri. Cuarenta conchas formaban la hoka, 1a unidad de intercambio ewe. Tierra
adentro la hoka no correspondia a 40 conchas, sino a 35. Los ewe eran eficaces
multiplicando v lo hacian con rapidez, retirando 20 veces 3 conchas para afiadir
luego 10 y completar asi 2 hokas del interior: 20-3 +10="7(.

:Significa esto que los ewe buscaban la relacidén entre ambas hokas? Tentendo en
cuenta que 20 es la mitad de 40 y que 10 es su cuarta parte, j;sabian entonces que
con tres mitades y una cuarta parte de su hoka duplicaban la otra? Es mas, ;eran
conscientes de que la relacién entre ambas divisas era 8:7 y de que el equivalente
en hokas interiores de un precio en hokas ewe se obtenia multiplicando éste por

7 y dividiéndolo por 8?2 Una pregunta de dificil respuesta.

3-%@ +%hﬁ =2k @éhﬁ =h,.

Fl sistema de numeracion yoruba (Nigeria)

Mencién especial merece el extraordinario y complicado sistema de numeracién
de los yoruba (Nigeria). Valga decir a modo de ilustracidon que su término para el
niimero 48 significa, literalmente, 20-3—10-2.

El yoruba es un sistema vigesimal, pero, a diferencia de la immensa mayoria de
los sisternas vigesimales, se construye mis sobre la resta que sobre la suma. Esto po-
drd parecer chocante v demasiado complejo, pero no es el inico caso de numera-

cidn sustractiva; también lo es la notacidén numérica romana:
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Numeracién romana

4 |V 5-1

S IX 10-1
44 | XLV {50-10)+ (5-1)

¢Cémo expresar un nimero en el sistema yoruba? Para saberlo analicemos antes
las expresiones de todos los niimeros hasta el 20, base del sistema. Del 1 al 10 se
utiliza un término distinto para cada cifra. Los términos del 11 al 14 se forman
afladiendo la terminacién -faa a los términos del 1 al 4. Es en el 15 donde aparece
la resta por primera vez para formar los términos cuyo significado literal es 20--5,
20—4,20-3,20-2 y 20— 1. El nfimero 20 posee un término nuevo; a partir del 21
se usa de nuevo la notacién adicional, que vuelve a cambiar a sustractiva en el 25,
El patrén se aplica sucesiva y ciclicamente. Por ejemplo, 105=6-20-10~-5 y
315=400~20-4-5 (400 posee nombre especifico).

En cuanto a la expresién de algunos niimeros grandes:

Yoruba {grandes nlimeros)
100 5.-20

200 200

300 20-(20-5)
460 400

2.000 10-200
4.000 2-2.000
20.000 16-2.000
40.000 2:10-2.000

Las razones que pudieron inspirar este modo de pensar los nimeros hay que
buscarlas quizis en el conteo de conchas de cauri. Su recuento se iniciaba forman-
do grupos de cinco y luego de veinte. Cinco grupos de veinte formaban una pila
de cien. Al reunir conchas para formar un grupo de cinco, lo que hacemos es con-
tar desde 1 hasta 5. Esto explicatia el hecho de que los yoruba afiadan esas unidades
al 10 para formar los ntimeros 11, 12, 13 y 14. Sin embargo, no explica por qué se

produce el cambio en el 15.
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Una posible explicacién serd el hecho de contar con una sola mano. Suponga-
mos que tenemos en mente la decena y extendemos los dedos de una mano suce-
sivamente para contar 11, 12, 13 y 14. ;Cémo contaremos con la misma mano los
nimeros restantes hasta 20? Primero, extenderemos el quinto dedo para ver nuestra
mano abierta. A continuacion, iremos cerrando sucesivamente los dedos hasta llegar
a la decena siguiente. Por tanto, lo que la extension de los dedos afiade a Ja primera
decena, el cierre de los dedos se lo quita de la siguiente. Asi, cuando tenemos el
quinto dedo extendido ya pensamos que estamos restando 5 de 20, 0 sea, 20—5=15.
Cerramos un dedo y estarnos en 20—4=16; cerramos otro y tenemos 20-3=17.
Cuando volvamos a cerrarlos todos estaremos iniciando ya el recuento de la decena

sigulente, esto es, 20.

En un mercado de Mozambique

Diversos estudios sobre aritmética han analizado el modo en que las personas cal-
culan fuera del 4mbito escolar. Uno de esos estudios tenia como objeto conocer
coémo las mujeres calculaban mentalmente sumas y restas en su actividad cotidiana.
Uno de los lugares de dominio femenino son los mercados. Para restar 5 unidades
de 62, mis de la mitad de las mujeres de un mercado en Mozambique (Africa

oriental) restaban primero 2 unidades y luego sustraian 3 del resultado:
62-5=(62-2)-3=57.

Con respecto a la misma operacidn, aproximadamente una tercera parte de ellas

restaban 5 de 60 y afiadian después dos unidades al resultado:
62-5=(60-5)—-2=57.
Una minoria restaba 10 de 62 y afiadia luego la diferencia entre 10y 5 al resultado:
62-5=(62—-10)+(10-5)=57.

A la hora de multiphcar, la mayoria de esas mujeres duplicaban los néimeros
hasta obtener aproximaciones al resultado. Por ejemplo, para calcular 6-13, una
solucidn seria la siguiente (se trata de un método que guarda cierta similitud con el

método egipcio mencionado al principio de este capitulo):

2:13=26

= 6-13=26+52="78.
4-13=2-26=52

53



CONTAR.Y CALCULAR MAS Y MEJOR

Se desconoce, sin embargo, si esos procedimientos de cilculo eran creacién de
las mujeres, si eran adaptaciones de otros métodos ya conocidos o si forman parte
de alguna tradicién cultural o comercial relacionada con su tarea en el mercado.
Tampoco se sabe cdmo se producia el proceso de enseflanza y aprendizaje, si es que
existia alguno.

En Nigetia también se dan casos de clculo no formal semejantes a los expues-
tos. Algunos métodos para calcular 18 + 19 son:

18+19=(18-1)+ (19 +1)=17+20="37
18+19=(20-2)+ (20-1) =20+20~(2+ 1) =40—~3=37.

Para dividir 45 entre 3 el hecho de saber que 21/3=7 puede resultar muy atil:

45 _ 2142143
3

=7+7+1=15.

Estos procedimientos dejan claro que hay muchos modos de hacer las cosas y de
que fuera de la escuela existe pensamiento matemético.

En un autobis indio

Chennai, lamada antes Madris, es 1a capital del estado de Tamil Nadu, al sureste de
la India. Los conductores de autobils de esa localidad se ven obligados a realizar
cilculos mentales con agilidad. Por una parte, tienen que determinar el importe a
cobrar a cada pasajero, lo que depende de las tarifas entre los diferentes puntos del
recorrido. Por otra, al finalizar la jornada, deben calcular lo que se conoce como
hatta, es decir, su salario correspondiente en base a la tarifacion del dia. El batta de-
pende de varias variables, como son el tipo de autobils, la cantidad de viajes efec-
tuados y el monto total del dinero recolectado durante la jornada.

Nirmala Naresh, de la State University de Hlinois, en Estados Unidos, ha estu-
diado los procedimientos que usan los conductores para calcular tanto su batta co-
mo el importe que debe pagar un pasajero segiin su trayecto. Para ello necesita tener
en mente constantemente la relacién entre la divisa india, la rupia, y su centésima
parte, la paisa, y, sobre todo, los diferentes billetes y monedas:

Billetes (Rupias) Monedas
1, 2, 5,10, 50, 100, 500, 1.000 Paisas Rupias
5, 10, 20, 50 1,2,5
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Una calle de Chennai, en Tamil Nadu, India (foto: geekandchick.cl).

Los siguientes son los mecanismos mentales llevados a cabo por un conductor

de autobis de Chennai para llevar a cabo las multiplicaciones de 3-293 y 3,50-61:
3-293=3-300—(3-7)=900-21=879.

3,50-61= 3-61+%-61=183+30,50=213,5_

Como se aprecia, las multiplicaciones no son directas ni aplican Jos métodos
académicos, sino que se basan en la reduccién a productos mas sencillos y faciles de
calcular mentalmente. En el primer caso, se busca un niimero mis redondo préxi-
mo a 293, que es 300. Es ficil multiplicarlo mentalmente por 3. Pero al hacerlo, el
resultado excede del correcto precisamente 3 veces el mismo exceso cometido al
tomar 300 en lugar de 293, que son 7 unidades. Por eso hay que restar el triple de
7 a 900. En ¢l segundo caso, se descompone el nimero decimal, 3,50, en su parte
entera y la decimal. Es decir, en tres unidades y media. Luego se multiplica 61 por
3, que da 183. Por dltimo, sélo falta ahadir la mitad de 61, que es 30,5.

Esos cilculos mentales demuestran una habilidad excelente, no sélo en la des-
composicién aditiva, sino en el uso real y prictico de la conocida en el dmbito
académico como propiedad distributiva del producto con relacién a la suma. Aun-

que esas personas hayan recibido una educacién matematica elemental y a pesar de
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que hayan realizado cilculo mental en la escuela, los procedimientos usados en su
prictica laboral y cotidiana no se corresponden con los académicos. Son, por lo
tanto, vernaculos.

Separar las partes entera y decimal a Ja hora de muliiplicar un némero decimal
por un enteto es corriente en contextos practicos donde el cilculo ha de realizarse
mentalmente. Una estrategia vernicula desarrollada en el seno del ambito practico,
no aprendida en la escuela, y que se da en muchas partes del mundo. En este con-

texto, los billetes y monedas son herramientas auxiliares para el calculo.

CALCULO MENTAL DE CUADRADOS

Puesto que (n+1)2=n2+2n+1, el cuadrado de un numero entero puede calcularse mental- -

mente a partir del cuadrado de su anterior o del siguiente:

312 =30%2+2-30+1=900+60+1=961,
192 =20%-2-20+1=400-40+1=439.

Puesto que n?=al+ni-al=a2+{n+a)-(n-a), también puede calcularse el cuadrado de un

entero a partir de su diferencia con otres dos cuyo producto sea facil de caleular:

192 =14{192-1)= 1 4+(19473(19-1)=1+20-18=1+360=361.
377 =9+ (372~39)=0+(37+3)-(37-3)=9 + 40-34=
=94+40-(30+4)=9+40-304+40-4=9+1.200+160=1.369.

El regateo: una estrategia numérica comercial

El regateo ha sido y es todavia una actividad universal del dmbito comercial. En el
mundo occidental pricticamente ha desaparecido ya, peto en otros lugares esa pric-
tica continda viva en mercados tradicionales y en aquellos vinculados al turismo.
El objetivo del regateo es que el vendedor y el comprador de un articulo lle-
guen a un acuerdo satisfactorio para ambas partes. Suele abrir el tira y afloja el ven-
dedor, quien comienza diciendo un impotte que el comprador deberfa pagar para
hacerse con el articulo. Ya forma parte del juego que la primera suma sea exagerada,
a veces muy exagerada, por lo que el comprador debe contrarrestar esa primera
oferta con un precio bajo. Pero no excesivamente, porque el vendedor podria sen-

tirse ofendido y excluir al comprador, dando por terminado el regateo.
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Una regla no escrita de los regateos que se realizan en los mercados tradiciona-
les es que el buen estratega encontrard la manera de regatear la primera oferta del
vendedor hasta lograr un acuerdo consistente en pagar la mitad de ésta, aproxima-
damente. Pero eso puede cambiar si el vendedor invita al comprador a que sea éste
el que realice la primera puja.

Lo mis corriente es regatear por cantidades fijas, pero también pueden efectuar-
se regateos por descuentos. Ante una oferta de descuento del 5%, uno no debe es-
perar conseguir hacerse con el servicio con un descuento del 50%, la mitad del
precio. En un caso asi regatear hasta duplicar el descuento ofertado y obtener uno
del 10% puede considerarse todo un éxito. Cuando se habla de descuentos las can-
tidades a los que se aplican acostumbran a ser grandes, y una pequefia variacién del
porcentaje supone mucho dinero. Por eso el regateo con porcentajes no suele ser
tan ventajoso.

Un primer modelo matemitico del regateo puede ser lineal, es decir, que la
variacién de los precios ofertados por ambos contendientes siga un patron de pro-
porcionalidad. Es el mas sencillo, pero enseguida nos daremos cuenta de lo inapro-
plado que resulta, pues en la prictica real los valores ofertados no aumentan o dis-
minuyen a intervalos regulares, sino que varian cada vez menos a medida que se
aproximan al acuerdo.

Mis adecuado parece un modelo que contemple una variacién curvilinea de las
ofertas. La correspondiente al comprador, C(x), serd creciente y concava. Esto signi-
fica que el comprador ofrecerd precios cada vez mayores, pero cuyas diferencias iran
disminuyendo. Por ejemplo, una serie de valores como 20,60, 100 y 140 obedecerian
a un modelo lineal, mientras que 20, 50,70 y 75 responderian a este Gltimo modelo.
Son cuatro valores crecientes, pero cuyas diferencias disminuyen. Por ¢l contrario, la
curva del vendedor, V{x), serd decreciente y con diferencias también cada vez meno-
res. 1Dando por buena una pauta por la que el aumento de C(x) y la disminucién de
(%) sean proporcionales al Gltimo valor ofertado, obtendremos curvas de tipo para-
bélico, ya que ese aumento o disminucidn corresponde a las derivadas, 1'(x) v C'(x),
de cada funcién. En el caso de la curva del comprador, la derivada es positiva (C{x)

es creciente); y en el del vendedor, es negativa {V{x) es decreciente):
Pix)=k-x (k<0)= V(x)zk-%—!—B.

C'x)=m-x (m>0)=>c3(x)=m-le+p.
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(0)=B es el precio de salida del vendedor. El resultado son dos parabolas de
distinta curvatura que se cortan en el punto de acuerdo:

6

£

¥ 2

—4 -2 0 2 4 6 8
2

Pero no sabemos si los contendientes del regateo piensan asi las cosas. Es decir,
si sus ofertas son proporcionales a Ia Gltima efectuada. ;No pensaran, tal vez, que
cada oferta debe aumentar o disminuir de forma inversamente proporcional a la
diferencia que la separa del precio de partida? De ser asi, tenemos un nuevo mode-
lo.Y es logaritmico, ya que asi es la funcidn que resuelve la ecuacidn diferencial a la
que da lugar este planteamiento, Siendo Vel valor inicial del vendedor:

pe~ |

Sila constante k es positiva para el comprador, para el vendedor es negativa:

C'(x)=|-;f—v1:¢C(x ke [ ——dx=k-Injx-V|+K.

g
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Pero, ;qué ocurre en la realidad? ;Realmente, la gente realiza sus apuestas re-
flexionando en proporcionalidades setnejantes, directas o inversas? Seguramente, no.
Veamos los datos correspondientes a tres regateos reales llevados a cabo por el autor
en otros tantos establecimientos comerciales directamente ligados al turismo. No
estamos en un ambiente de mercadillo ni de mercado tradicional, sino que en los
tres casos se trataba de tiendas. Ni tan siquiera mis ofertas se hicieron en base a pro-
porciones o pautas numeéricas concebidas de antemano, sino que fueron sopesadas

en base a los aspectos que se expondrin a continuacién.

Regateo 1 Regateo 2 Regateo 3
Vendedor Comprador Vendedor Comprador Vendedor Comprador
45 20 80.000 40.000 350 (pm) 200
35 25 60.000 45.000 280 230
30 oK 50.000 oK 260 250

oK '

En el establecimiento 3 los articulos tenfan los precios etiquetados, de ahi el
simbolo «pm» en la tabla anterior. Esto suele ser signo de precio fijo. El precio mar-
cado en el articulo que inspeccionaba era de 350. Mientras consideraba la opcién
de preguntar si, como parecia, los precios eran fijos, una dependienta me informé
de que podria ofrecerme un descuento.

¢De cuinto seria el descuento?, pregunté. Se lo doy por 300, fue la respuesta. No
era una rebaja muy grande, por lo que intui que, pese a que los precios no fuesen
fijos quizd serfan bastante aproximados. En cualquier caso, el precio que podria
obtener no iba a ser muy bajo. Me tocaba a mi reflexionar sobre cuanto ofrecerle.
Consideré un precio inferior a 200, pero me parecié excesivamente pequefio. El
mayor por debajo de 200 era 199, asi que mi oferta fue 200, para que pareciese mas
alto. La dependienta me replicé con 280. Esa oferta me desaniméb un poco, pues
sélo diferia 20 de la anterior. Intui que acabariamos cerca de 250, pero no queria
acercarme a este valor tan deprisa. Le ofreci 230, un poco mis que 225. Elfa se puso
en 260. Para terminar, conclui diciéndole que mi iltimo precio era 250. Ella insistib
en 260, pero yo no cedi. Quedamos en 250,

Tras el regateo, planteé a la propietaria qué margen de regateo toleraba, qué valor
minimo podia aceptar a partir del precio marcado en un articulo. Expreso su respues-

ta en porcentaje: 25%. Manifesté que en su tienda era as, pero que en otros dmbitos,
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como los mercados tradicionales, el margen podia ser muy superior. Siendo asi, no
estuvo mal obtener un articulo marcado a 350 por 250. La rebaja superd el 28%.

Comeo consecuencia de estos resultados pricticos puede elaborarse un nuevo
modelo matemitico del regateo. Hay algo en los valores de la tabla que nos es fa-
miliar, una especie de equilibrio subyacente. Ademds, convergen de forma clara
hacia el que al final es el valor del acuerdo. ;Qué pauta gobierna dicho equilibrio?
Formulemos nuestra hipdtesis declarando que lo que gobierna ese equilibrio es que
cada oferta se realiza calculando el promedio de los dos Gltimos valores efectuados.
Es decir, que la sucesion de nimeros que se generan durante el regateo a partir del
valor inicial x, ofertado por el vendedor y del valor inicial x, ofertado por el com-
prador tiene por término general:

X, = %ﬁ'—l—, nzl.

Esto no es otra cosa que el promedio, la media aritmética, de los dos fitimos
valores mencionados en el regateo.Y es una expresién muy similar a la del término
general de la sucesién de Fibonacci. ;Se ajusta este modelo a la realidad préctica?
Veamoslo comparando las cifras de los tres regateos anteriores con las de este mo-
delo al que nos referiremos como el modelo promedio del regateo:

Regateo 1 Regateo 2 Regateo 3
Realidad p’;’é?qﬁ':c‘,‘i’o Realidad pﬂ‘ﬁ:c'i‘i’o Realidad | Modeo
45 45 80.000 80.000 350 350
20 20 40.000 40.000 300 300
35 32,5 60.000 60.000 280 275
25 26,2 45.000 50.000 230 237,5
30 29.3 50.00C 52.500 260 256

250 247

El parecido es asombroso. Por tanto, y al menos en el contexto de establecimien-
tos comerciales turisticos, el modelo promedio del regateo puede darse por bueno.
La cuestién ahora es determinar hacia qué valor tienden los regateos efectuados si-
guiendo este modelo. Dicho de otro modo, sa qué valor final cabe esperar que se
aproximen los regateos realizados en lugares de caracteristicas similares a los anterio-
res? Veamos qué ocurre tomando los valores iniciales de los tres regateos precedentes:
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45 80000 350
20 40000 200
32,5 60000 275

2625 50000 237,5
29,375 55000 256,25
27,813 52500 246,38
28,594 53750 251,56
28203 53125 249,22
28,398 534375 250,39
28,301  53281,3 2498 -
2835  53359,4 250,1

28,325  53320,3 249,95

¢Qué tienen que ver esos niimeros con los pares de valores iniciales del regateo
(45,20), (80.000,40.000) y (350,200)7 Si se observan los grificos correspondientes,

se aprecia su semejanza de forma:

50

40 |

20\
N

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

80.000

60.000 |~ -

40.000

20.000

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
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400

300

200

100

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Un estudio del término general de este modelo muestra claramente lo que
ocurre. El limite X al que converge la sucesioén de valores de la sucesién de rega-

teo determinada por los dos valores iniciales del vendedor (x,) y del comprador

() es:

_bx,+2-x
3 .

X

El célculo de X con los valores iniciales correspondientes a los tres regateos an-

teriores muestra hacia dénde tiende la situacion:

Valor acordado Limite X
Regateo 1 30 28,333
Regateo 2 50.000 53.333
Regateo 3 250 250

Obsérvese que en los tres casos el quinto término se acerca ya tanto al lirite que
no tiene demasiado sentido ir mis all en el regateo. Quiza por eso los regateos no
se extienden mis alla de cuatro o cinco valores. He aqui otro aspecto real y practico
que valida el modelo matematico expuesto. Tal y como se ha dicho, los regateos
mencionados no se efectuaron siguiendo esas pautas. Sin embargo, el modelo se
ajusta tanto a la realidad que no cabe sino admirar esa capacidad humana de sopesar

intuitivamente datos numéricos en busca de un equilibrio.

El abaco

El primer registro de datos numéricos y la primera calculadora de mano de la his-

toria fueron las manos del hombre. Esto significa que, en términos contemporaneos,
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las manos fueron el primer software de la historia. Con los dedos de la mano con-
tamos hasta 5. Con los dedos de las dos, hasta 10. Aprovechando los dedos de los
pies podemos llegar hasta 20. Pero usando las falanges como unidades y los dedos
como potencias de 10, puede contarse hasta diez mil millones. Es una posibilidad
que nadie usa por su impracticabilidad.

Mas all del recuento, las manos se han utilizado en diversas culturas para calcu-
lat, sobre todo multiplicaciones. Una prictica extendida por Asia y Europa es la
multiplicacion digital. Para multiplicar 6 por 8 con los dedos se procede de la ma-
nera siguiente: se abren los dedos de una mano hasta contar 6 unidades, por lo que
después de la quinta cerraremos un dedo. Esta mano quedari con 1 dedo cerrado y
4 abiertos. En la otra contamos hasta 8 de la misma forma, quedindonos con 3
dedos cerrados y 2 abiertos. Ahora sumamos los dedos cerrados (1 + 3) para obtener
4, que seran decenas, y multiplicamos los dedos abiertos (4 2), que serdn las unida-
des. El resultado es 40+ 8 =48,

Este procedimiento combina el calculo mental de sumas y productos senciflos
con nimeros bajos. El problema simplifica las cosas porque nunca tenemos que su-
mar o multiplicar nimeros mayores que 5. Digamos que la multiplicacién de nd-
meros menores o iguales a 10 se reduce a una multiplicacién médulo 5. Este sistema
se utiliza en contextos cotidianos e incluso académicos pertenecientes a paises cultu-
ralmente relacionados (India, Indonesia, Irak, Siria y norte de Africa). Sin embargo,
no es muy practico cuando se aplica a nimeros grandes, Se pueden desarrollar am-
pliaciones de este sistema para multiplicar por cualquier nimero. Sin embargo, que
algo sea tedrica y practicamente posible no quiere decir que sea eficaz o lo suficien-
temente eficaz como para practicarlo. Para eso es mejor usar instrumentos de cilculo.

Un versiculo del capitulo 27 del Tao te Ching de Lao-Tsé dice que quien sabe
calcular no usa el chou. El chou era un instrumento de cileulo formado por un
tablero de madera y una serie de palillos de bambi. Su uso se remonta a los siglos
vy 11 a.C,, por lo que estamos hablando de una de las herramientas de cilculo mas
antiguas que se conocen.

El chou consistia en un tablero cuadriculado de 88 casillas en las cuales se
colocaban bastoncillos de bambu representando los nameros. En sus origenes, éstos
se representaban con tantos palillos como unidades correspondia hasta 10, pero
luego se adoptd un sistema simplificado en el que bastoncillos transversales repre-
sentaban 5 o 10 unidades. Asi, los niimeros del 1 al 5 se representaban con palillos
verticales, E1 6, el 7, el 8 y el 9 se hacian con un palillo horizontal (que representa-
ba al 5) al cual se afiadian debajo tantos palillos verticales como fuese necesario. El
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10 era un palillo horizontal, y las decenas se hacian con mas palillos horizontales.
Pero en 60, 70, 80 y 90, los palillos verticales se afiadian en la parte superior para
distinguirlos de 6,7, 8 y 9. A partir de ahi, era un problema situar palillos para re-
presentar centenas, millares v potencias de 10 mayores todavia. Los chinos resolvie-

ron la cuestidn con un tablero cuyas lineas de casillas harian las veces de posiciones

CONTAR Y CALCULAR MAS Y MEJOR

de las cifras. Eso daba pie a que una casilla vacia simbolizase el 0.

Las multiplicaciones se realizaban combinando ¢l cilculo mental de pequeiios
productos y sumas que se representaban en el tablero. Igual que en los mercados
africanos de los que se ha hablado antes, su esencia era la descomposicidon decimal
y el uso implicito de una propiedad que por entonces todavia no se llamaba distri-
butiva. Para multiplicar, por ejemplo, 285 por 43 se dejaba entre las lineas de ambos

nitmeros una linea vacia donde iban situandose los cilculos intermedios. El proce-

T

11

=

—l

SEA
SEI0IIa))

ikl g

PEPIIN

$3

TE[[HU 3P $eU202(]

dimiento mental era el siguiente:

Los nimeros 6.104 y 84.071 representados en el chou.

285 x 43
Etapas Calculo mental Resultado Valor posicional
1 4x?2 8 8.000
2 4x8 32 3.200
3 4x5 20 200
4 3x2 6 600
5 3x8 24 240
6 3x5 15 15
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Se basaba, por tanto, en la descomposicidn de 285 y 43 en centenas, decenas y

unidades:

28543 = (200+80+5)- (40 +3) =
=40-200+40-80+40-5+3-200+3-80+4-5=
=12.255.

El tablero se us6 también para resolver ecuaciones y sistemas. Al chou se le atri-
buye asirmismo ¢l haber inspirado la notacion escrita de los ndmeros en barras. Hay
quienes ven en él un antecedente del abaco inventado mucho tiempo después, ha-
cia &l siglo x1v.

Pese a ser un instrumento muy antiguo, sorprende el uso cotidiano del dbaco en
todo el mundo, especialmente en paises del Sudeste Asiatico (Singapur, Tailandia) y
de Asia oriental (China, Corea y Japon). En Japdn recibe el nombre de soroban. El
dbaco es un rectangulo alargado, generalmente hecho de madera, con una barra
transversal v multitud de varillas verticales en las que hay ensartadas siete bolitas de
madera. Dos de éstas estin encima de la barra transversal; las otras cinco, debajo de
ella. El niimero de varillas puede variar entre ocho y veinte, aunque puede ser mayor.
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Teniendo en cuenta que en cada varilla se representan las unidades desde O has-
ta 10,y que cada una de ellas corresponde a una potencia de 10, en un dbaco de 20
varillas se pueden representar nimeros tan grandes como 10%°—1.

No en todos los lugares hay bambi o madera con los que construir herramientas
de calculo como el chou o el dbaco.Ya se vio como en la Sumeria de hace miles de
aftos se utilizaban cilculos de piedra para representar las cifras y los nimeros, En
América, el sistema de numeracidon maya es similar al chino y utilizaba la piedra
como soporte de talla. Ademds, los mayas tenian un simbolo para el cero. Mucho mis
al sur del continente americano encontramos otro instrumento de cilculo insélito

muy diferente del chou y del ibaco. Como éstos, era ficilmente transportable, no
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solo gracias a su tamafio, sino también a su flexibilidad. Aparte del cuerpo humano,

los quipus incas fueron los primeros soportes blandos de registro de datos numéricos.

El quipu

Los quipus son haces de cordeles en los que los incas registraban sus cuentas. El
anilisis de los ejemplares que se han conservado permite ver cdmo se llevaba un
registro de datos numéricos. Un abaco consta de piezas de madera ensartadas en
un listén o alambre; en el quipu no se ensartan cuentas, sino que se hacen nudos.
Un nudo representa una cifra o un ndmero segin la posiciéon que ocupa en el cor-

del y depende también del color de éste.

Quipu inca (foto: Claus Ableiter).

Por lo general, los quipus eran de lana o algodén. Para los incas, los cordeles de
cualquier tipo eran muy importantes porque servian para cuestiones relevantes
de su vida como, por ejemplo, construir puentes y pagar tributos. Se cree que los
quipus se utilizaban para registrar datos de tipo contable relacionados con censos y
cosechas, pero no se han descifrado completamente como para poder despejar du-
das acerca de su significado.

En un quipy, la manera en que estin hechos los nudos, su color y su posicién con
relacidén a otros nudos y cordeles de la pieza son determinantes. Extendido, un quipu
viene a ser una linea de la que penden toda una serie de cabellos. Peinindola, es
decir, separando cada hilo para poder apreciar con claridad lo que contiene, se apre-

cian los nudos, la configuracion de la pieza entera, y puede aventurarse su significado.
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Los incas carecian de escritura, por lo que los quipus son lo més parecido a ella
que encontramos entre los vestigios de esa cultura. Es posible que algunos quipus
hagan referencia a acontecimientos histéricos y sociales de la vida y que su signifi-
cado no sea inicamente matematico.

Un quipu se compone de un cordel principal mas grueso que el resto y del cual
penden toda una serie de cordeles més finos en los que se han practicado los nudos.
Esos cordeles secundarios pueden ramificarse a su vez en otros de tercer, cuarto y
érdenes supetiores, poniendo asi de manifiesto la estructura arbérea de la pieza. Su
niimero puede ser variable, desde unos pocos hasta centenares o miles. Entre los
cordeles secundarios los hay que parten del principal en direcciones opuestas.
Cuando el quipu se extiende sobre un plano con su cordel principal situado a
modo de eje horizontal, hay cordeles secundarios apuntando hacia arriba y otros
hacia abajo. La distancia que separa los puntos de conexién de los cordeles del cordel
principal facilita su distincion. Lo mismo vale para los secundarios y de otros drdenes.
También se distinguen por el color, pues un quipu puede ser monocromo o estar
confeccionado con multitud de colores. Asi como los nudos acostumbran a represen-
tar cifras, los colores pueden referirse a los contextos pertenecientes a ellas, como
diferenciar productos o grupos de gente a los que hacen referencia.

La numeracidn quipu es decimal y posicional, como la nuestra, y se expresa por
medioc de nudos. Marcia Ascher, matemdtica estadounidense e investigadora etno-
matemitica, ha estudiado multitud de quipus vy ha clasificado los nudos en tres tipos:
simples, compuestos o en ocho. El nudo simple es el mas sencillo y lo conoce todo
el mundo. El nudo compuesto es una extension del nudo simple: si en éste el cordel
da una vuelta, en el nudo compuesto da dos o mis. En el nudo en ocho se dan dos
vueltas, pero en sentido opuesto una de la otra. Aqui deberia incluirse otro tipo de
nudo un tanto especial como es el nudo ausente, pues la ausencia de nudos se in-

terpreta COmMO UN Cero,
= au
L/ —
= N

Nudo simple Nudo en ocho

Adaptaremos aqui la simbologia con la que la profesora Ascher representa di-
chos nudos: un punto grueso para el nudo simple y una pequefia cruz para el com-
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puesto. Sin embargo, en lugar de la letra E (inicial del término inglés eight} para el
nudo en ocho, utilizaremos la letra O. En cada cordel los nudos se agrupan a inter-
valos. Cada intervalo est relacionado con la correspondiente potencia entera de 10
contada desde su extremo,

Cordel principal

Zomna de
las centenas

|

Zona de
‘las decenas

Zona de
las anidades
|

En los extremos no se emplean nudos simples. En un principio, podrian usarse

nudos compuestos y nudos en ocho, pero no tendria mucho sentido representar una
unidad con un nudo compuesto. Por eso se hace con un nudo en ocho. Asi que las
unidades, que se ubican en los extremos de los cordeles, se expresan con un nudo
en ocho. Con la nomenclatura adoptada se representan varios niimeros en un quipu

imaginario:

D
<) CP
300 2 211 120 8
[
0]
114

100

El quipu es un instrumento de codificacidén y de numeracién decimal posicio-

nal, pero se desconoce si se le daba algiin uso como herramienta de cilculo.
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Capitulo 3

Matematicas para los dioses

Arquitectura asiatica

Durante el milenio de la Edad Media apenas se produjeron avances en Europa. Sélo
el Renacimiento italiano y las grandes expediciones lograron despertar al continen-
te del letargo. Gracias a esos viajes supimos que fuera de Europa habia muchas otras
cosas. Habia bienes y riquezas, pero también habia algo mas. Habia otros pueblos y
culturas, otras creencias y modos de ver la vida. Habia hortalizas y vegetales desco-
nocidos con los que se enriqueceria la alimentacién de los europeos. Habia tejidos,
disefios y arquitectura.Y, por lo tanto, pensarmiento matematico.

La arquitectura asidtica de aquella época giraba en torno al budismo. Mas que
una religién, el budismo es una filosofia de la vida centrada en cuatro aspectos. Pri-
mero, la existencia es sufrimiento; segundo, si sufres es porque deseas algo; tercero,
para no sufrir hay que evitar el deseo; y cuarto, el deseo se elimina siguiendo el
6ctuple camino de Buda.

El Gran Stupa de Sanchi, en la India, es una construccidn religiosa budista del
siglo 1 a.C. Los stupas se construfan con diversos fines: originariamente fueron se-
pulcros, pero mis tarde se destinaron a albergar reliquias, como huesos o fragmentos
del cuerpo de Buda, a sefialar un lugar sagrado o a conmemorar un acontecimien-
to importante. Los peregrinos deben recorrer el perimetro del stupa en el sentido
de las agujas del reloj.

La estructura del Gran Stupa es semiesférica, con un didmetro de unos 40 m.
Como todos los stupas, estd coronado por un cubo o dado de casi 6 m de lado que
se alza sobre su cima achatada. Por encima del dado se levanta un cimborrio forma-
do por tres piezas circulares de piedra, de didmetro decreciente, ensambladas en un
€je que pasa por Sus Centros.

No sabemos como lograron dar forma a ese Gran Stupa los arquitectos. Una
hipétesis es que trazaron la gran circunferencia de la base con un largo cordel a
modo de radio, pero ;cémo obtuvieron la curvatura semiesférica de la ctipula? Ha-
blamos de semiesfera, pero slo es realmente? En una semiesfera las paredes tocan el
suelo perpendicularmente. No es el caso del stupa. ;Cémo dieron forma cuadrada
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al dado de la cima? Hacerlo supone tener el conocimiento para construir angulos
rectos. ;Lo hicleron como los antiguos egipcios? Por entonces ya se sabfa que un
trisngulo de lados proporcionales a 3,4 y 5 poseia un angulo recto. El uso de esta
propiedad para trazar angulos rectos en ¢l suelo es algo corriente en el mundo de
la construccion actual, pues se ha documentado en lugares tan distantes como Ar-
gentina, Espafia y Suecia. Otro modo prictico de construir un dngulo recto es trazar
un tridngulo con dos lados iguales y unir el vértice que los une con el punto medio
de la base. Este segmento determina la altura del tridngulo. Se trata de un procedi-
miento similar al expuesto en el capitulo 1 con relacién a la construccién del in-

gulo recto de las bases de las pirdmides de Egipto.

Gran Stupa de Sanchi, en Madhya Pradesh, India (foto: Tom Malcney).

En cualquier caso, la estructura del stupa fue desarrollindose hacia versiones mas
sofisticadas. El stupa de Bodhnath, en Nepal, también es semiesférico, pero s¢ asien-
ta sobre una base que representa un mandala. Los mandalas son representaciones
geomeértricas y astroldgicas basadas en la idea de concentricidad. Su estructura suele
ser circular o cuadrada, y estd formada por poligonos irregulares concéntricos deri-
vados del cuadrado. Asi es la base de este stupa, también coronado por un dado.

A diferencia del Gran Stupa de Sanchi, el de Bodhnath culmina con un cimbo-
trio piramidal escalonado formado por una serie de 13 cuadrados superpuestos de
lado decreciente. Cada uno de esos 13 niveles representa una etapa del viaje hacia
el nirvana.
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A la izquierda, vista del stupa de Bodhnath,
en Nepal (foto: MAP). Arriba, esquema
de fa planta def edificio.

El cimborrio sobre el dado caracteriza los stupas y las dagabas, que eran mo-
numentos similares. Ya sean circulares, como el de Sanchi, piramidales, como el de
Bodhnath, o cénicos, como el de la dagaba de Anuradhapura (Sri Lanka), toedos son
geométricos y de didmetro decreciente hacia al cielo.

Fue quizds ese final puntiagudo el que inspird la construccion de pagodas. En
ellas el circulo cede el protagonismo al cuadrado y los poligonos reguares. De ori-
gen nepali, estos templos de varios pisos se levantaron también en China y Japén.
La pagoda de Dayanta, en Xian (China), es del siglo vi1 y consta de siete pisos de
planta cuadrada. La de Fogongai, en Yingxian, del siglo X1, tiene también siete pisos,
pero es de planta octogonal.

La arquitectura del templo de Borobudur, en la isla de Java (Indonesia}, respon-
de a tres conceptos. Es a la vez stupa, mandala y una réplica del monte Meru, el
lugar que se supone habitado por los dioses. Esto hace de €l un templo hinduista y
budista a un tiempo. Terminado en el siglo 1X, su forma ciertamente rememora la
del stupa, pues el templo se erige en una sucesién de niveles conformando una
semiesfera. Pero, a diferencia de los stupas, dicha forma no es fruto de una (nica
estructura hemisférica, sino producto de la acumulacién de estructuras menores

distribuidas en terrazas. También es un mandala porque éste es el disefio que con-
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forman sus 10 terrazas. La primera de ellas todavia permanece enterrada. Corona los

10 niveles un stupa con forma de campana en la que se alojaba una estatna de Buda.

£l stupa de stupas en Borobudur, Java, Indonesia (foto: Gunawan Kartapranata).
Abajo, planta del templo.

Ascendiendo esos 10 niveles el peregrino se encamina hacia el nirvana por me-
dio de un didlogo de circulos y cuadrados que se desarrolla en el exterior, pues esta
montafia escultural carece de interior. El inico ritual que puede realizarse es el de
circunvalar el monumento con base cuadrada de unos 100 m de lado.

Los niimeros presentes en Borobudur resultan sorprendentes por su estructura
multiplicativa. Para empezar, en lugar de edificar un gran stupa, pequefios stupas se
multiplican a lo largo de los tres niveles superiotes. Lo hacen en circulos ascendentes
hacia el stupa culminante en series de 32,24 y 16. Cada uno de ellos contiene una

estatua de Buda; ademas de éstas, hay otras 504 imagenes del fundador de] budismo.
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Los relieves tallados en las paredes en los niveles se suceden en series de 120,128
y 72. En total, hay 2.700 paneles tallados. Si geométricamente el didlogo se centra
en el circulo y el cuadrado, numéricamente gira en torno a los niimeros 2,3,5 y 7,

ya sea tomando esos niimeros como base o como exponente de una potencia:

120=2%-3-5
128=27
72=23-32
504=232-7.

Algunos de estos nimeros pueden descomponerse también como producto de

niimeros naturales consecutivos:

120=4-5-6
72=8-9
504=7-8-9.

Ademis del paralelismo, la perpendicularidad, el circulo y el cuadrado, en Boro-
budur esti presente la division del circulo en 16, 24 y 32 partes iguales. Inscribien-
do un circulo en un cuadrado y trazando, o bien las diagonales, o bien las mediatri-
ces de los lados, el circulo queda dividido en 4 partes iguales, Las mediatrices y las
diagonales dividen ¢] circulo en 8 partes iguales. ;Fueron éstos los referentes geomé-
tricos para situar los elementos arquitecténicos? En tal caso, bastaria afadir las bisec-
trices, aunque sea de forma aproximada, para conseguir la divisién en 16 partes y

repetir el mismo proceso para obtener las 32.

Divisién del cuadrado y del circulo en 2, 4 y 8 partes iguales.

Dividir el cfrculo en 24 partes iguales significa ser capaz de dividirlo en 3 o en

un miltiplo de 3, como 6 o 12. Existe un modo sencillo de dividirlo en 12 partes sin
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utilizar conocimientos de trigonometria. ;Lo aplicarian los arquitectos del siglo 1x
que levantaron Borobudur? Consiste en inscribir el circulo en un cuadrado, lo que
puede hacerse trazando el cuadrado circunscrito al circulo por medio de cuatro tan-
gentes a él y perpendiculares entre si. Luego se dividen los lados del cuadrado en
cuatro partes iguales y se traza la cuadricula a la que da lugar esta divisién. Por dltimo,
se une cada punto de interseccién de la cuadricula con la circunferencia con su dia-
metralmente opuesto. El resultado es un circulo dividido en 12 sectores idénticos.
A partir de aqui basta con trazar las bisectrices de cada sector para tener el circulo
dividido en 24 partes iguales:

Una divisidn del circulo en 12 partes iguales.

Sin embargo, este modelo es apropiado en un contexto de papel y lapiz. Es pro-
bable que esos 24 stupas del nivel del templo de Borobudur se situasen equidistan-
tes entre si midiendo la longitud de la circunferencia y dividiéndola después en 24
partes, pensando en la linea y no en el circulo.

El templo de Angkor Wat, en Camboya, que data del siglo X1, representa el punto
culminante de la cultura Jemer. Se halla unos kildémetros al norte de la ciudad de Siem
R.eap. Angkor Wat significa «templo de la capitals. Por sus dimensiones, es uno de los
mayores templos de todo el mundo. El cuadrado vy el rectingulo son sus patrones
edificativos. Origihariamente estaba destinado a ser la tumba del rey Suryavarnam If,
asi como al culto al dios hindid Vishni, si bien se le atribuye un simbolismo cdsmico
e iconogrifico merced a sus dimensiones, orientacidn, forma y esculturas.

Si el templo de Angkor ha sobrevivido al paso del tiempo es porque fue labrado
en piedra. A diferencia de él, otros templos, como las primeras pagodas, se constru-
yeron con madera y desaparecieron en la jungla. El recinto rectangular que encierra
la construccidn principal de Angkor Wat es un rectingulo de 341 m de largo por
270 m de ancho.
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El templo de Angkor Wat, en Camboya (foto: Bjarn Christian Tarrisen).
Abajo, planta del templo.

Planta de Angkor Wat (Camboya).

Puesto que su primera funcién iba a ser la de monumento funerario, igual que
la inmensa mayoria de ese tipo de construcciones alrededor del mundo, Angkor Wat
se construyd mirando hacia el Oeste. El templo 1lustra el sistema cosmoldgico hin-
d, con el monte Meru en el centro de una serie de continentes concéntricos ro-
deados por el mar. 51 se entra en el templo ¢l 21 de junio se aprecia como la torre
central sefiala el camino que recorrer el Sol en el cielo. Precisamente ése es el dia
del afio nuevo segin la astronomia india. La distancia que separa la entrada al altar
central del templo es de 1.728 hat, que es la unidad de medida jemer, la cantidad

correspondiente a los 1.728 afios de la primera edad dorada del universo, también
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seglin el sistema indio. Por lo tanto, el templo de Angkor Wat constituye una exhi-
bicion de la sabiduria jemer de la época. Mas alla del arte de sus relieves escultdricos,
en lo concerniente 2 las matematicas, representa una clase magistral en la que se
citan el disefio, la simetria, el paralelismo y la perpendicularidad, el rectingulo y el
cuadrado, la medida v el ndmero.

El budismo se extendid por Asia desde la India, y a través de China lleg a Japdn
en el siglo vi. En este pals ya existfa una religién autdctona basada en los aspectos
naturales de la vida y a la que, para distinguitla del budismo, se le dio el nombre de
sintoistmo. Un japonés no tiene que escoger entre ambas, y se puede ser,y la inmen-
sa mayorfa de japoneses lo son, sintoista y budista al mismo tiempo. Si la primera se
ocupa de las cuestiones mids vitales, pricticas y realistas (cosechas, economia, éxito
laboral}, 1a segunda se dedica a los temas maés trascendentales, como, por ejemplo, los
ritos funerarios.

La mayoria de las localidades niponas albergan santuarios sintoistas y templos
budistas. Por su entrada se distinguen facilmente unos de otros. El acceso a un san~
tuario sintoista es un fov/, una construccién que consta de dos columnas verticales y
dos travesafios en su parte superior. Tradicionalmente fabricado en madera, hace de

puerta de entrada al santuario y suele estar pintado de un llamativo color rojo.

Entrada al recinto def santuario sintoista de
Fushimi-inari Taisha, en Kyoto (foto: MAP).

La composicién del tori puede ser mas compleja en sintonfa con su tamafio. La

imponente estructura del gran tori de entrada al santuario de Itsukushima-Jinja, en
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la pequeia isla de Itsukushima, conforma tres planos verticales, uno de los cuales
hace las veces de travesatio de los otros dos planos paralelos. Afiadiendo al conjunto
el plano horizontal 1t del mar del que emerge, la estructura integra cuatro planos I,

X, 7, y T cuyas relaciones de paralelismo y perpendicularidad son:

VoA A M
7, |7, L7,

Todo ello definido mediante 12 enormes troncos o segmentos de madera.

Gran tori del santuario de Itsukushima-Jinja (foto: MAP).

Para acceder al complejo de santuarios sintoistas de Fushimi-Inari Taisha, en los
alrededores de Kyoto, hay que atravesar mas de mil toris que se suceden en el sen-
dero de 4 km que recorre la colina. En algunos tramos apenas unos milimetros los
separan. Esta sucesion de puertas, esto es, de planos, crea un espacio tridimensional,
un prisma de paredes curvas pero paralelas ascendente por la orografia de la colina.

La sucesién termina cuando alcanza su limite: el santuario principal.

Arquitectura vernacula del nuevo continente

La cultura azteca se desarrolld en Centroamérica entre los siglos 1 y vi. Teotihuacin,
su centro ceremonial, fue una ciudad reticulada de trazado determinado por cues-
tiones astrondmicas, de manera que la ciudad era modelo del cielo y del movimien-

to de los astros. La avenida central conectaba grandes piramides escalonadas en cu-
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yas cimas se ubicaban templos a los que se accedia por largos tramos de escaleras y
en los que se llevaban a cabo sangrientos sacrificios humanos.

Las pirdmides aztecas eran construcciones de base cuadrada y de cuatro niveles.
La mayor y més antigna tenia unos 213 m de lado y mas de 60 m de altura, y se
situd de tal modo que marcase el eje por donde se ponia el Sol el dia de su cenit. A
excepcion de ésta, en la que son inclinadas, las caras de los cuatro niveles de las pi-
rimides de Teotihuacin son verticales.

La cultura maya fue conternporinea de la azteca, pero perduré mis. Comeo los
aztecas, ¢l emplazamiento de los edificios mayas obedecia a las observaciones astro-
némicas. Fue la primera cultura americana que descubrid la técnica abovedada. Sus
pirimides también eran escalonadas y llegaron a tener una altura de 70 m. Sin em-
bargo, sus bases no eran exactamente cuadradas. La pirdmide conocida como «el
castillo», en Chichén Itza, tiene base cuadrada y nueve niveles escalonados que ter-
minan en un templo con forma de dado. Cuatro tramos de escaleras de 91 escalo-
nes, un tramo por cara, conducen al templo. Curiosamente, 491 =364 son casi los
dias que tiene un afio. Algunos ven en esos escalones un modelo de calendario.

A su llegada al Perti hacia el afio 1.500 los conquistadores se encontraron con el
imperio de los incas, que por entonces se extendia a lo largo de toda la cordillera
de los Andes. La tecnologia incaica, quizi porque ésta fue una cultura con intereses
mias pricticos que otras, fue la mis avanzada de Mesoamérica. Elaboraban tejidos,
aleaban oro y cobre ya antes del siglo X y disponian de sistemas de riego y agricul-
tura en terrazas.

En el siglo xm la capital incaica era Cuzco, ciudad que se hallaba en el «camino
real de las montafiasy, bordeado de muros a lo largo de 6.000 km, que conectaba los
puntos del imperio y que tanto asombrd a los espafioles. Su mamposteria poligonal
de grandes bloques encajados con precisién milimétrica y las formas rectangulares
o circulares de sus edificaciones con ventanas y puertas trapezoidales constituyen un
sello de identificacidén cultural de este pueblo.

La arquitectura incaica no muestra especial predileccién por el dngulo recto. Los
marcos de las ventanas y los dinteles de acceso son trapezoidales. Tampoco la mam-
posteria de sus muros conforma una estructura reticular de dngulos rectos, mis bien
al contrario, pues se caracteriza por ingulos de todo tipo v un encaje de las piezas
tan preciso que se ha convertido en simbolo de identidad cultural. Sin embargo, esa
estructura representa una exposicién extraordinaria de paralelismo.

Cada cara de cada piedra se amolda a su vecina de modo perfecto, como si las dos

caras irregulares que poseian se hubiesen limado por friccidén una contra la otra has-
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ta adoptar una forma plana y lisa de la que sdlo resulta visible el segmento o filo de
contacto. No las vemos, pero las caras y aristas de esos grandes sillares son paralelas,
y dicho paralelismo parece fruto de una accidén practica.

Muro inca en Cuzco, Peru (foto: Martin St-Amant).

Arquitectura islamica

La gran mezquita de Samarra {Irak) fue construida en el siglo IX. Durante siglos fue
la mayor del mundo. Hoy en dia s6lo quedan restos del recinto rectangular que la
rodeaba, de los muros que la componian y el impresionante aliinar en espiral de
50 m de altura. El recinto de la mezquita, igual que el de otras de su tiempo, se
disefidé de manera que sus dimensiones estuviesen en la proporcion 3:2. A lo largo
de sus muros, y por su parte exterior, se adosan 44 columnas cilindricas a modo de
contrafuertes. Las de los lados tienen base semicircular; las de las cuatro esquinas
tienen por base tres cuartas partes de circulo.

. En esta mezquita encontramos elementos geomeétricos comunes a otros templos
menctonados, como el rectingulo, la base cuadrada del alminar, el paralelismo y la
perpendicularidad de las columnas del patio. Pero aqui el circulo v el cuadrado se
combinan, dando lugar a una composicion espiral.

La espiral ya estaba presente como elemento simbdlico en los stupas (véase la
imagen al inicio de este capitulo), pero el alminar de la mezquita de Samarra es,
todo €l, una espiral ascendente hacia el cielo. Se Hega a la cumbre dando siete vuel-
tas al eje de la hélice de su escalera. La pendiente de la ascension no es constante,
siendo la de la pentltima vuelta la mis pronunciada. Tampoco el eje es cilindrico,

sino cénico, cerrandose hacia el vértice.
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Plapta de la mezquita de Samarra (Irak).

Ascender por la escalera helicoidal del alminar de Samarra plantea un problema.
Al carecer de barandillas, subir por la parte exterior de los peldafios es arriesgado y
puede provocar sensacion de vértigo en algunas personas. La parte interior es mas
segura. Pero entonces nos damos cuenta de un aspecto curioso de las escaleras de
caracol: a diferencia de las escaleras corrientes, que tienen pendiente constante se
suba por el lado que se suba, las escaleras de caracol poseen pendiente variable aun-
que todos sus escalones sean idénticos. Es debido a que los peldafios son mas am-
plios en su parte exterior. En cada escalén se asciende la misma altura {distancia
vertical), pero por la parte exterior se avanza mis horizontalmente; ¢l cociente entre
el ascenso vertical y el horizontal se hace mis pequefio, por lo que la pendiente es
menor. En cambio, crece la longitud del tramo recorrido. Subiendo por la parte
interior de la escalera de caracol se acorta el recorrido, pero es mas duro; subir por

la parte exterior, lo alarga, pero requiere menos esfuerzo.

Ofrendas dignas de la divinidad

Hasta ahora se ha hablado de ideas mateméticas relacionadas con la arquitectura re-
ligiosa. A continuacidn trataremos una cuestidn muy importante en todas las reli-
giones v que atafie directamente a sus fieles, Los creyentes de todo el mundo se
dirigen a su dios o dioses por medio de plegarias, y en la mayorfa de lugares se les
ofrecen bienes, alimentos y obsequios en oftendas cuyo fin es aplacar su ira, apaci-
guat demonios o espiritus malignos o solicitar buenos augurios en la vida,

$i hay un lugar en el mundo donde pricticamente toda la vida gira en torno a
Io religioso, éste es la isla de Bali, en Indonesia. A diferencia de la creencia islamica
dominante en el pais, Bali heredé la religién hinduista de la India. Mis grandes o
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mis pequefios, incontables templos y altares se hallan por doquier. No hay casa sin
uno y pueden hallarse en lugares santos y posiblemente peligrosos como cruces de
€aminos o carreteras.

El dia comienza con el sesajen. Se trata de un breve ritual, que por lo general
llevan a cabo mujeres tres veces al dia antes de las comidas. Ademas de las oraciones,
se disponen en el suelo, junto a los templos domeésticos, en las entradas de las casas
v en los cruces de calles, una serie de ofrendas en forma de alimentos preparadas el
dia anterior. Se llaman cana (prontnciese «chana») y consisten en diminutas porcio-
nes de arroz cocido, pizcas de carne, galletitas, flores, incienso y agua bendecida. A
la espera de que los dioses que habitan todas las cosas se decidan a probar bocado,

los pajaritos dan buena cuenta de este dgape.

DINERO Y MATEMATICAS

» Hay una cualidad que deben cumplir fos billetes de todos los paises: su falsificacidn tiene que
ser muy dificil. Para elio se han ido incorporando al papel otros materiales metdlicos en los
cuales es posible ocultar cdigos para su identificacion. En un billete catari de 1 dinar vemos
cadenas de nudos poligonales entazéndose en nudos con simetria de orden ocho, una barca
de vela que se reproduce en segundo término proporcionalmente, la simetria presente en
los arcos y en los pilares que ios sostienen, en las olas y en los sables que las soportan y un
hexagono irregular de color blanco obtenido recortando las esquinas de un cuadrado.
Por otra parte, las monedas de Brunéi reproducen disefios espirales propios de los pueblos que
viven en las selvas de Borneo. Lo primero con lo que uno se encuentra al llegar al extranjero

es con las matematicas documentadas en su dinero.

Anverso de T dinar catari y moneda de 10 sen.de Brunéi,
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Una ofrenda para un dios no puede estar hecha de cualquier manera. Los dioses
merecen respeto 'y éste debe hacerse explicito no sélo al comunicarse con ellos, sino
también en la manera en que se les presentan las ofrendas, y también en los reci-
pientes que las contienen. Por eso los continentes de dichas ofrendas se hacen con
esmero: se usan hojas tiernas de cocotero y bananero a las que se da forma geomé-

trica y dimensiones determinadas de antemano.

Cana de un sesajen en Bali, Indonesia (foto: MAPF).

Las formas de los recipientes pueden ser muy variadas, pero las mas comunes
son las de la fotografia. No son fruto del azar. A diario se ven mujeres de todas las
edades doblando y trenzando hojas para confeccionar esas cajitas y sobres en los
que se dispondrin las ofrendas. Al verlas cabe preguntarse cémo se asegura la
autora de que las cajitas que confecciona son cuadradas y cémo logra el dngulo
del sobre.

No es necesario especular con hipdtesis acerca del modo en que se realizan esas
formas geomeétricas; disponemos de informacion directa de su autora, A continua-~
cién se describe ¢ ilustra con imigenes el procedimiento de una mujer balinesa para
confeccionar esos recipientes cuadrados.

Primero se cortan hojas tiernas de cocotero en tiras de anchura similar determi-
nada por sus nervaduras. Tomando como unidad de medida la distancia entre el
extremo del dedo indice y el pulgar se hacen en la hoja cnatro marcas consecutivas.

A continuacion, se dobla Ia hoja de cocotero haciendo coincidir la ltima sefial con
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la primera. Varias piezas de hoja de bananero ya cortadas con la misma medida se
ensamblan para confeccionar una pieza mayor que se inserta en el interior del cua-

drilatero de hoja de cocotero. La pieza esti lista para llenarse de ofrendas.

2. Varillas de hoja de cocotero marcadas
con cuatro unidades.

3. Plieque de fa varilla de cocotero. 4. La fongrtud de fa pieza de hoja de bananero
es de una unidad.

5. Varias piezas de bananerc se ensamblan 6. Una vez ensamblado el fondo,
para confeccionar el fondo del recipiente. la pieza esta terminada (fotos: MAP).
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La autora sabe que el resultado obtenido es un cuadrado porque asi lo ve y por-
que lo ha confeccionado doblando un segmento que tenia cuatro partes iguales.
Esto garantiza la igualdad de los cuatro lados, pero no la de sus dngulos. De hecho,
el cuadrilitero doblado es un rombo. El cuadrado se fija mediante la insercién de la
pieza de bananero. Puesto que ésta tiene la misma longitud que el lado del cuadra-
do, lo que se consigue es dar al rombo una altura idéntica al lado. De ahi que la
pieza sea cuadrada. De la infinidad de rombos (cuadriliteros de lados iguales) posi~
bles, s6lo uno es cuadrado, y es, ademds, el de irea mayor:

/

Algunos de los infinitos rombos de lados iguales.

Un analisis matematico euclidiano nos puede llevar a pensar que la practica no
es suficiente para garantizar la conclusion. Desde esta perspectiva, la mujer pone en
prictica la aplicacién de un teorema: Un rombo de altura igual al lado es un cuadrado.

La demostracién es sencilla. La altura determina un tridngulo rectingulo cuyo
ingunlo opuesto seri dicho vértice. Puesto que un cateto de ese tridngulo rectingu-
lo (la altura del rombo) es igual a la hipotenusa (el lado del rombo), el otro cateto
es nulo. La altura y el lado son paralelos. Luego, los dos lados del vértice son per-
pendiculares, como es menester en un cuadrado.

Con mismas varillas més pequefias debidamente preparadas se realizan multitud
de disefios para incluirlos en las ofrendas. También son geométricos y algunos re-
cuerdan formas florales y se confeccionan mediante pliegues y giros de idéntica
amplitud.

El recipiente cuya confeccidn se muestra en las signientes imigenes se elabora a
partir de una pieza rectangular de hoja de bananero. Su longitud debe ser aproxi-
madamente el doble de su anchura. Se marcan su centro y mediatriz y se dobla de
tal modo que las esquinas inferiores se superpongan. Como consecuencia de ello el
perfil superior se dobla en una curva y da lugar al hueco en el que se pondrin las
ofrendas.
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Medliatriz marcada en un rectdnguio Primer pliegue en diagonal del recténguio.
de bananero con formato 2:1.

El segundo pliegue diagonal crea el espacio
a colmar (fotos: MAP).

Esto significa que hay que doblar la pieza siguiendo la linea marcada por las dos
diagonales de los cuartos inferiores de los rectingulos, tal y como se muestra a con-
tinuacién. Puesto que el tridngulo rectingulo creado tiene un cateto que es el doble
del otro, el 4ngulo del pliegue serd el doble de la tangente de dicha proporcién:

o.=2-arctan (x/y)

Pliegue diagonal de un rectangulo con formato 2:1.
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De todos modos, no es ésta la Gnica manera de proceder. Segin las costumbres
locales o la habilidad de la persona, los recipientes pueden ser muy variados. Tam-
poco todo lo que se confecciona tiene que ser recipiente, puede tener un caracter
mAis ornamental, como una hélice confeccionada doblando finas fibras vegetales.

Las cuatro fibras trenzadas que conforman la siguiente tienen una anchura de 3 mm.

Helicoide trenzada (foto: MAP).

El trenzado gira alrededor del eje. La espiral sélo se apoya en él en sus puntos
micial y final. Los angulos en los vértices de la hélice son aproximadamente rectos
y se han logrado torciendo la fibra media vuelta antes de fijar el pliegue. Estos se
trenzan de la forma ilustrada en el siguiente grafico. El ingulo o determina el que

forman dos vértices consecutivos, que serd de 180°—a., v el ndmero de sectores de

AN

cada vuelta de la hélice:

Angulo inicial de fa hélice.
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Iterando el proceso, la superficie va tomando forma:

Configuracion de ia hélice trenzada.

En Japdn es tradicion que a las entradas de los santuarios y altares sintoistas los
fieles cuelguen tablillas de madera en las que expresan sus deseos de buen augurio
y la peticién de favores. Lo hacen los estudiantes al llegar el periodo de eximenes
finales para obtener buenos resultados. Lo hacen las familias y parejas para tener un
buen futuro y los hombres de negocios en busca de éxito.

Durante los siglos XvII y XVII se produjo en Japén un fendmeno matematico
extraordinario, pues en los altares se colgaban grandes tablas de madera en las que
se proponfan problemas matematicos, generalmente de geometria. Algunos son
sencillos; otros, muy dificiles. Monjes, samuriis y otros grupos sociales participaban
del reto que suponia la creacidn vy resolucidén de dichos problemas. Las tablas con
problemas matematicos se lfaman sangaku. El mas antiguo data de 1691 y se halla en
el altar de Gion de la ciudad de Kyoto. El dltimo sangaku es una tabla descubierta
en 2005 en el altar de Ubara de la ciudad de Toyama y data de 1879. Incluye seis
problemas, pero otros sangaku tienen mas de veinte.

Pese a que dichas resoluciones eran mayoritariamente euclidianas, esa actividad
matemitica extraacadémica ligada a una manifestacidén cultural pone de relieve la
importancia de los contextos culturales como crisol de creacién y de actividad
matemitica. En este sentido, ¢l nicleo de la actividad, es decir, el planteamiento y

las resoluciones ofrecidas tenfan un marcado caricter etnomatematico.
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Tablillas a la entrada del templo Hida Kukubun-Ji, en Takayama (foto: MAP),

La inmensa mayoria de los problemas tratan sobre la cuestidén de la inscripcién
de figuras geomeétricas en otras. Por ejemplo, determinar la relacién entre los radios
de tres circulos tangentes entre si inscritos en otro mayor, hallar las dimensiones de
varios cuadrados inscritos en un tridngulo equildtero, inscribir una serie de circulos
en una elipse o una serie de esferas en otra.

En 1781, Sadasuke publicé un libro titulado Matemdticas al detalle y ayudd a su
hijo Kagen a preparar el primer libro dedicado a los sangaku. Se publicé en 1789 y
se tituld Matemdtica sacra. Un problema recurrente en los sangaku es el de la tangen-
cia e inscripcidn de circulos en otras figuras. Ya en el libro de Sadasuke aparecié una
version sencilla del asunto consistente en hallar la distancia que separa los dos pun-

tos de tangencia a una recta de dos circulos tangentes entre si:
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Aplicando el teorema de Pitigoras a los radios R y r de los dos circulos y siendo
d la distancia buscada, tenemos:

(R—r)2+d2 =(R+r)2 = d=2\/E.

El interés va mas alli del problema en si y el motivo estd relacionado con los
niimeros pitagbricos. Tres nlimeros enteros se dice que son pitagdricos si verifican
la relacién del teorema de Pitigoras, es decir, si el cuadrado de uno es la suma de los
cuadrados de los otros dos. Por ejemplo, los trios (3,4,5), (6,8,10), (5,12,13) v
(119,120,169) son nameros pitagdricos. Tres niimeros pitagoricos forman un trio
pitagdrico primo si los dos menores son primos entre si. Este es el caso de (3,4,5),
(5,12,13) y (119,120,169), pero no el de {(6,8,10), ya que 6 y 8 son pares.

Otro problema del libro de Sadasuke pide demostrar que se obtienen trios pita-
gbricos primos tomando tres nimeros (a, b, ¢) de manera que p y ¢ 1o sean ambos
impares v que verifiquen:

a=2pq
b=p?-q?
c=pitgl

El valor de a se parece mucho 2 la solucién del problema geométrico anterior,
Para que sea idéntico basta con que las raices cuadradas de los radios R y r lo sean
también. Supongamos, pues, que los radios de los circulos son cuadrados de niime-
ros enteros: R=p® y r=¢2Y supongamos que su diferencia R—r es otro entero s.
Entonces el trio siguiente es pitagbrico primo;

Asi, el problema algebraico se hace equivalente a uno geométrico, Al parecer,
éste era el método verniculo japonés para hallar trios de nimeros pitagéricos pri-
mos. Por altimo, en otro problema se pide construir todos las trios pitagéricos
primos para un radio r <41, Las soluciones son:

(3,4,5), (5,12,13), (8,15,17), (7,24,25)
(12,35,37), (20, 21, 29), (9, 40, 41).

Insertando otro circulo entre los dos anteriores se crea un problema interesante

relacionado con un sangaku de 1873 colgado en el altar de Katayamahiko, en Oka-
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ama. ;Qué relacidén existe entre los radios de tres circulos tangentes entre si y la
¥ ¢ 124

recta sobre la que se apoyan?

De nuevo, el teorema de Pitigoras conduce a la solucién. Stendo #,>7,>r, los
radios de los tres circulos, la aplicacién del teorema de Pitigoras permite determinar
su relacién. Para ello destaquemos el tridngulo determinado por sus tres centros y

los radios desde éstos a la base:

Aparecen nuevos tridngulos rectingulos en los que puede aplicarse el teorema
de Pitdgoras. Siendo d, y d, las bases respectivas de los tridngulos rectingulos de
hipotenusas 1+ 1, y r,+r,, puede afirmarse que:

()= 0=+ (d,+d,)?
(trf=0=-r)?+d?
(rt rj)zz d?+ (f’ZArJ)z.
Aislando d, y d, de la segunda y tercera igualdades y sustituyendo sus valores en

la primera se llega a la siguiente expresion:

1
\/? yz

S0

-

N
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He aqui la relacidon entre los radios. Esta es una expresion dual del teorema de
Pitigoras cuyo caricter se hace evidente escribiendo las raices cuadradas como po-
tencias de exponente fraccionario:

¢Cbémo hallar los valores de tres radios que verifiquen esta relacién? ;Existe al-
giin trio de soluciones enteras o racionales? En los inversos de los cuadrados de los

nOmeros naturales se crean circulos con esas caracteristicas:

He aqui el aspecto del resultado:

Rosetones divinos

Los circulos tangentes no han inspirado tinicamente a los monjes y samurais nipo-
nes de los tltimos siglos. También las catedrales gdticas europeas estin llenas de fi-
guras basadas en esa composicién. Un auténtico alarde geométrico que tiene al
circulo como protagonista y que constituye un icono del cristianismo de la época.
Su elemento de expresidon mas imponente es el rosetdn, pero también destacan las
celosias. Los disefios se caracterizan por la insercidon en un circulo ingente, de varios
metros de didmetro, de otros circulos y series de circulos. En la mayoria de casos son
tangentes entre si y al circulo mayor. El roseton de la iglesia de Santa Maria del Pi,
en Barcelona, contiene circulos en los que se han inscrito cuatro circulos tangentes

entre si y tangentes a su vez al circulo que los contiene,
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Detalle del rosetdn de fa iglesia de Santa Maria def P en Barcelona (foro: MAP).

En los rosetones nada es gratuito. Todo tiene una razdén de ser y esa razdn de ser
es simbolica. La geometria es la base que sostiene las representaciones simbdlicas.
Los rosetones y vitrales originales de las catedrales se han ido restaurando a lo largo
de los siglos, pero es en la catedral de Chartres v Notre Dame de Paris donde las
restauraciones han respetado mis los originales. Lo femenino se relaciona con el
nitero, la gestacidn v, tradicionalmente, con la noche, la tuna, el pasado y los colo-
res de tonos azulados. En Chartres, el aspecto femenino estd representado en el
roseton de la fachada norte de la catedral, cuyo centro ocupa la virgen. En cambio,
lo masculino se asocia con la cara sur, los colores de tonos mas vivos como el ama-
rillo y el rojo, el Sol y el presente. De ahi que la imagen de Cristo en la gloria se
sittie en el centro del rosetdn de la cara sur.

La geometria es también la base que sostiene las representaciones simbdlicas de
los personajes. La semejanza geomeétrica, ya sea de forma o proporcidn, refleja e
indica una relacién entre los elementos por ellas relacionados. Nada es caprichoso.
Tampoco el hecho de que un rosetdn esté dividido en 6, 8, 12, 16 o 24 sectores
circulares o que se desarrolle en una serie de varios circulos concéntricos.

En la cindad de Sabadell (Barcelona) existe un taller dedicado exclusivamente al
trabajo de vitrales con plomo. Primero se realizan en papel a escala E1:10 y luego
se pasan a tamafo real. Antes, el paso del modelo a la realidad se realizaba a ojo y
con pantégrafo, pero hoy en dia se usan las nuevas tecnologias. Con un proyector
de figuras opacas se puede reproducir un disefio realizado en papel sobre una super-
ficie plana a tamafio natural.

Para conseguir dar a los vitrales las formas geométricas deseadas conviene tener

en cuenta que hay que dejar siempre un margen de 1,2 mm entre zonas adyacentes.
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En lugar de perfilar las figuras siemipre con este margen mediante una linea parale-
la trazada a esa distancia, lo que se hace es utilizar una tijera de triple filo que recor-

ta un margen de este grosor de forma automaética.

La tifera de triple filo produce una viruta Las dos piezas de recorte se ajustan con el
de amplitud constante de 1,2 mm. margen deseado de 1,2 mm (fotas MAF).

El transporte de curvas también se automatiza mediante una herramienta llama-
da flexicurva. Se trata de una pieza de goma flexible con un 4nima de metal. Cuando
se le da forma, ésta se conserva. Este instrumento facilita la transformacion de arcos

circulares de figuras en el espacio a segmentos de la misma longitud en el plano.

La flexicurva conserva la forma que se le da (foto: MAP).

Otro problema geométrico al que se enfrenta el artesano del vitral es Ja repro-
duccidn de curvas proporcionales. Esta cuestion se resuelve mediante el compis, tal
como muestran las imégenes de la pagina siguiente. La proporcionalidad queda
garantizada siempre que la perpendicular a ambas curvas las corte, determinando un

segmento de la misma longitud.
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El compas sefiala la distancia entre dos puntos El compads sefiala la equidistancia entre otros
homologos de curvas similares. dos puntos de curvas similares.

El compas recorre los perfiles
de dos curvas equidistantes (fotos: MAP).

Esto plantea el siguiente problema: dos curvas paralelas, json proporcionales?
Dos curvas proporcionales, ;son paralelas?

En el caso de curvas poligonales, existe equivalente, puesto que toda curva po-
Jigonal es parte del perimetro de un poligono y los poligonos semejantes tienen los
lados paralelos. Lo mismo vale para arcos circulares. En estos casos la imagen visual
que tenemos de curvas paralelas se corresponde con la idea de curvas proporciona-
les. Sin embargo, si las cosas se llevan a extremos un poco exagerados, podemos
observar que la idea intnitiva de paralelismo no se corresponde con la de propor-
cionalidad. Por ejemplo, las dos curvas siguientes son paralelas en el sentido de que
la perpendicular en cada punto de una lo es a la otra y determina siempre entre
ambas un segmento de la misma longitud, lo que significa amplitud constante. Pero
la relacidon entre ambas no es la de copia ampliada o reducida, como es propio en la

proporcionalidad.
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La curva paralela a una curva dada no conserva los dngulos.

El cambio de caricter entre una curva o perfil de un poligono y su paralela a
una distancia determina se observa claramente en la figura siguiente. Existen dos
trayectorias o curvas paralelas a la esquina de un rectingulo, una exterior y otra
interior. En la paralela exterior la esquina desaparece, mientras que en la interior se

crea un bucle:

Trayectoria
paralela exterior

Paralelas interior y exterior a la esquina de un recténgulo.

El problema se Heva un paso adelante en una celosia de la iglesia de Sant Félix,
en la ciudad de Sabadell, donde en cada uno de los cuatro circulos interiores se han

inscrito otros tantos. Esto representa una recurrencia de la cuestién.
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Detafle del roseton de fa iglesia de Sant Félix, en Sabadef] Barcelona (foto: MAP).

Se aprecia un circulo en el que se inscriben cuatro circulos menores tangentes
entre sl y cuyos centros determinan un cuadrado. En cada uno de esos cuatro cir-
culos se inscriben otros tantos siguiendo la misma pauta. Continuando con la mis-
ma pauta indefiidamente obtendriamos una serie de circulos cuya cantidad C(r)
se obtendria sumando potencias de 4:

1o 471
Cln)=1+4+4"+4"+. +4" =—.
3

Pero a los artesanos no les interesaba tanto esto como la relacién entre los radios

de los circulos. Si R es el radio del ¢irculo mayor, el radio r de cada uno de los cua-

tro circulos en él inscritos es:

2R =2r+2r\./£ = r=i.
1442

Este problema esta relacionado con uno del filtimo sangaku hallado hasta la fe-
cha (en la ciudad de Toyama en 2005) y del que hemos hablado anteriormente. El
problema consiste en determinar las relaciones entre los radios de un anillo de ocho
circulos iguales de radio r inscrito en otro circulo mayor de radio R. Una generali-
zactOn de la cuestidon es preguntarse por dicha relacidén cuando, en vez de cuatro u
ocho, sean #n los circulos que formen el anillo inscrito en el circulo mayor. Un ana-

lisis trigonométrico de la cuestién conduce a la solucién:
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Como se ha visto, la presencia de arquitecturas extraeuropeas durante la Edad
Media pone de manifiesto la existencia de pensamiento matematico fuera de Euro-
pa durante ese periodo. Puesto que dichas arquitecturas, como la europea, se basan
ent el didlogo del circulo v el cuadrado, no existiria arquitectura religiosa alguna sin
esas dos figuras geométricas fundamentales. Al igual que las piramides de Egipto y
los zigurats babilonios, los templos, mausoleos v lugares de culto de todo el mundo
se han construido en base a esas dos figuras geométricas. Su construccidn conlleva
implicitas las ideas de paralelismo y perpendicularidad.

La ampliacién dimensional de esas figuras lleva a diferentes versiones tridimen-
sionales. Por una parte, las semiesferas de los stupas budistas de la India y Nepal, que
culminan con un «dado» (cubo). Por otra, las pirimides escalonadas de Ia América
precolombina. Las mezquitas islamicas de Oriente Medio dieron una dimensién
mas al circulo como curva para transtormarlo en hélice, es decir, espiral ascendente
hacia el cielo.

El modo en que se expresan las creencias de una cultura es un aspecto funda-
mental. Por medio de la arquitectura se hace tangible la relacién del hombre con
sus dioses. En esa arquitectura es en la que intervienen las matematicas. En clertas
culturas las matematicas determinan también la expresién directa de los fieles, sean
de la clase que sean. En Bali las mujeres confeccionan a diario recipientes y envol-
torios geométricos en los que despositan las ofrendas a los dioses. Al hacerlo ponen
en practica ideas matematicas aprendidas de sus madres. Un conocimiento que se
transmite de generacidén en generacidén y que no estd vinculado al dmbito académi-
co formal y escolar.

Si se quiere respetar a los dioses no van a hacerse las cosas al tunttn. Los templos
y las ofrendas tienen que estar bien hechos y ser, de algiin modo, perfectos. Por lo
visto hasta ahora se dirla que todas las culturas relacionan la perfeccién con la geo-
metria. Las ideas matemiticas propias v necesarias para tal fin que cada cultura ha

desarrollado son Etnomatematicas.
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Capitulo 4

Lo bello, si geométrico,
mas hermoso

No es verdad que la geometria acreciente la belleza de las cosas. Lo que este titulo
pretende destacar es el valor que en todas las culturas se ha dado a las cosas bien
hechas, y que si éstas han merecido tal calificativo ha sido, en muchas ocasiones, gra-
cias al rigor con el que se han realizado.Y el rigor de la forma acostumbra a estar
estrechamente relacionado con Ja geometra. Este es el sentido en el que Ernst Gom-

brich habla del arte en su obra El sentido del orden con relacidon a las artes decorativas.

Ir de geométrico

Los aeropuertos de todo ¢l mundo se han convertido en pocos afios en auténticos
centros comerciales. La oferta es amplisima: kioscos, farmacias, bares, restaurantes,
relojerias, tiendas de ropa, de regalos, de electrénica... Cualquier producto estd a
disposicidn de los pasajeros mientras esperan la salida de sus vuelos o se mueven de
una terminal a otra.

Pero la oferta puede ser de otro tipo: existen aeropuertos como el de Changi, en
Singapur, que offecen a los usuarios pasatiempos culturales gratuitos. Una de esas
ofertas fa han podido disfrutar los pasajeros que estos Gltimos afios han hecho escala
en esta isla-estado del Su-
deste Asiatico. En uno de

los vestibulos habia varios

paneles con una exposicién

titulada Go Geometric. Por

una parte, se destacaba la
relacidon entre cultura vy
geometria; por otra, se invi-

taba al espectador a realizar

actividades en las que podia

Go Geometric en ef aeropuerto Changi, Singapur (foto: MAF). crear v recrear algunos de
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los patrones geométricos expuestos y que estin presentes en la arquitectura y en la
artesania de diferentes culturas asiiticas.

Una actividad consistia en imprimir en un papel un sello con un disefio simbé-
lico especial. El nudo eferno es uno de los emblemas de Buda. Se trata de una figura
lineal que puede recorrerse por completo de un tirén. Dicha propiedad topolégica
inspira su nombre. Suele usarse como motivo ornamental de diversos objetos, como
la versidn simple que decora el perfil del plato que aparece en la siguiente imagen:

Make an Impressiony
Learn more about the meanings of co
symbols found in Asign cuttures. Then, o
souvenir by making your own em
irpprirts at this fun activity station.

La actividad def nudo eterno de Buda def aeropuerto de Changi
e impresién en papel del nudo (fotos: MAP).

¢Qué hace eterno al nudo? Evidentemente, el caricter ciclico de la linea que lo
define. Si se recorre la linea partiendo de uno cualquiera de sus puntos, volveremos
al punto de origen tras haber pasado por todos los restantes. La linea del nudo es
continua y cerrada. Todo depende de la configuracién de la reticula subyacente y
del modo en que se teje el nudo en ella.

Dos figuras son topologicamente equivalentes si la deformacién continua de
una (sin cortes) da lugar a la otra y no cambia el niimero de agujeros. Asi, un anillo

y el marco de un cuadro son iguales topolégicamente. Lo mismo ocurre con el
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TOPOLOGIA

La tﬁqbqlcgjia es una rama de las matematicas gue estudia las formas sin atender a sus medi-

das, V; »s;éan de longitud, anguios, superficies o volimenes, Desde la perspectiva topolégica,
todas las cosas son blandas y deformables. Si mediante una deformacién continua, esto es,
que ho fos ?agghe.ni estropee, dos objetos se pueden transformar en la misma forma, son
tapolégicamente equivalentes. Por ejernplo, todos Jos poligonas son topoldgicamente iguales
y equivalentes al circulo. Lo mismo puede decirse de los poliedros y la esfera. También son
topoldgicamente iguales una camiseta y un folio con cuatfo’ agujeros. El'm’zrhefo de agujercs

: &sun indicador topalégico. Un aniflo es topalégicamente equivalente & una taza, ya que
-posee el misma namero de agujeros. No asi un vaso, que no tiene ninguna. £n c_»ambio_, una

cuchara y un tenedor son iguales por carecer de agujeros.

Un dilindro y un aniflo son topeldgicamente iguales.

nudo eterno impreso en la imagen anterior y el disefio siguiente. Ademas, ambos

comparten simetria de giro de orden 2 (180°):
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El itinerario ciclico con simetria de giro de orden 2 se concreta mediante los
tres vértices de la cuadricula en cada lado del cuadrado. Lo mismo ocurre si hay

sdlo uno:

Si el ndmero de vértices de la cuadricula en cada lado es par, se obtiene otro tipo

de ciclo. Uno con simetria de giro de orden 4 (90°%):

A excepceidn del caso de un Gnico vértice sobre el lado, varios ciclos de este tipo
(con simetria de giro de orden 4) se crean con cualquier niimero, par o impar, de
vertices encima del lado. Dos, en el caso de una cuadricula de 4 X4 celdas, v 3, en

unade 7X7:
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Cuando el nimero de vértices de la cuadricula sobre el lado es par (la cuadricu-
la tiene un nimero impar de celdas), no existe un ciclo que pase por todos los vér-
tices y sea del tipo original:

AN

Luego para crear un nudo eterno del estilo original que recorra todos los vérti-

ces de la cuadricula es necesario que haya un nimero impar de vértices de la cua-
dricula en cada lado del cuadrado. O, lo que es equivalente, que ésta tenga un nii-
mero par de celdas:

Teorema 1: Si la cuadricula consta de un nimero par de celdas, el nudo es eterno
y del tipo original con simetria de giro de orden 2 (180°).
Teorema 2: Sea cual sea el nimero #? de celdas de la cuadricula, con n=2-%k o

n=2-k+1, pueden crearse k ciclos con simetria de giro de orden 4.

Antes hemos visto que en una cuadricula de 49 celdas, n=7=2-3+1, se crean
3 ciclos con simetria de orden 4. En una de 16, 16 = (2-2), se crean dos.

Variaciones sobre un tema: la simetria

Los disefios de base geométrica son universales. Muy raros son los pueblos que no
han creado disefios geométricos para usarlos sistemiticamente como emblemas,
simbolos o patrones ornamentales. Asi ha sido desde los tiempos mds remotos. Tan
remotos como ¢l petroglifo geométrico de la cueva de Blombos (Sudifrica) o la
cueva pintada de las islas Canarias (Espafia). Mas formales son, aunque anteriores a
nuestra era, los del antigno Egipto, la Grecia clisica y el mundo bizantino. Ya en
nuestra era, el mundo romano uiilizd patrones geométricos en los mosaicos, alcan-
zando su maximo esplendor en la Venecia previa al Renacimiento. De aquella
época es un disefio romano-bizantino, puramente geométrico, en el que se aprecia

un patron de recurrencia de naturaleza fractal.
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Disefio romano-bizantino (hacia 700 d.C.).

Un cuadrado se ha dividido en 16 celdas. La diagonal divide cada celda en dos
tridngulos rectangulos isdsceles. Uno de ellos se ha coloreado de gris, mientras que
el otro se ha dividido en otros cuatro tridngulos semejantes al anterior. Uno de ellos
se ha coloreado de gris claro, v los tres restantes se han vuelto a dividir en otros
cuatro tridngulos rectingulos isdsceles. A continuacién cada uno de estos tres trian-
gulos se verfa rodeado por otros tres, con lo que se crearian 3-3-16=9-16=144
triangulos nuevos. A partir de aqui el proceso podria continuar indefinidamente. En
cada etapa nueva el niimero de tridngulos de la etapa anterior se multiplica por tres.

Comenzando por los tridngulos amarillos:

Etapa | Triangulos nuevos | Total triangulos
1 16 16
2 3-16=48 64
3 32-16=144 208
4 33.16=432 640
5 3%16=1.296 1.936
N 16-3%1 {(N>2) 24-(3%1-1)

Se trata de un disefio que posee simetria especular del tipo om determinada por los
ejes de simetria paralelos determinados por las diagonales ascendentes de cada celda.
Pero hay una cultura que ha llevado el disefio geométrico hasta cotas extraordi-

narias, tanto que se diria que sobre el disefio geométrico ya esta todo hecho. Es Ia
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cultura islimica. La exhibicidén de disefios y mosaicos drabes se extiende desde Ma-
rruecos hasta la India, y desde Espafia hasta Zanzibar (Tanzania). El elogio de la si-
metria que representa Ja ornamentacién arabe se ha hecho corriente no sélo en
mezquitas, palacios y medersas, sino también en hoteles, aeropuertos y aviones. Las

raices de los disefios islimicos se hallan en los disefios rabes anteriores al afio mil.

Diserio arabe (hacia 1.200 d.C.)

Este disefio arabe consiste en la repeticién de una figura hexagonal con simetria
de giro de 60°. Su desarrollo produce una teselaciéon o embaldosado de todo el
plano. La base es una reticula de tridngulos equiliteros, que se combinan para crear

la figura fundamental o leitmotiv del disefro.

Unos y otros destacan por el uso de reticulas triangulares en lugar de rectangu-

lares, lo que hace que los dngulos de 60° y 120° sean caracteristicos de esta orna-
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mentacion. El dngulo recto, aunque presente, ya no es preponderante. En el contex-
to isldmico se sofistica la geometria con la aparicién de lineas dobles a modo de
cintas que se entrelazan, dando lugar a nudos. El disefio es bidimensional, pero jue-
ga con la percepcién del espectador, creando un efecto de tres dimensiones. Los
trisngulos equiliteros de la reticula se combinan para crear un sinfin de formas
compuestas en las que destacan las estrellas de seis v doce puntas, como éstas de la
Alhambra de Granada:

Diserio nazari de fa Athambra de Granada (Espafia, sigio 1X).

SIMETRIA Y MUNDOS IMPOSIBLES

Sabemos que muchas de las calles por las que andamos a diario son rectilineas y péraielasv
Pero no nos sorprendemos cuando vemos sus extremos converger hacia un punto de confu-
sion, alla a lo tejos, en el horizonte. Nuestra vision v 1a trayectoria rectilinea de a luz reflejada
en las cosas hace que las veamos de menor tamafio cuante mas lejos estan de nosotros, La
simetria y la tecnologia pueden combinarse para crear mundos imposibles, aungue con parte
de realismo. Basta tomar una fotografia cualquiera, aplicarle una reflexién vertical u horizontal

y adosarla al original. La imagen doble muestra dos calles paraielas, una simétrica de la otra.

Una calle de Kanazawa (Japdn) y su simétrica (foto: MAP).
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Desgraciadamente, muy poco se sabe de como se realizaron los mosaicos de la
Alhambra ni de coémo se trazaron poligonos regulares de nueve lados de los que
Gauss demostrd su imposibilidad de perfecta construccion, con regla y compis, en
el siglo xvin. Con relacién al modo en que se elaboraron todos esos disefios, no
podemos sino especular e intuir procedimientos. Sin embargo, veremos a continua-
cibn que existen todavia culturas cuyos disefios se realizan a diario con las mismas

técnicas de antano.

Los kolam indios

Cada mafiana las mujeres del sur de India, especialmente en los estados de Tamil
Nadu y de Kerala, llevan a cabo un ritual a las puertas de sus casas que consiste en
dibujar a mano y en el suelo una serie de figuras. Los trazos se hacen con polvo de
arroz o con tiza y las figuras finales deben ser blancas o estar coloreadas de vivos
colores. Se llaman kolam y pueden ser desde pequefas y sencillas representaciones
florales hasta enormes y complejos disefios geométricos.

Los kolam son un arte, pero no tan solo arte. Las lineas y figuras que los com-
ponen suelen tomar como referente una estructura reticular de puntos marcada
previamente en el suelo. Dicha estructura actda como reticula del disefio que se va
a trazar. Este, ademis, se compone de figuras menores, generalmente simétricas, que
se repiten siguiendo un patrdn especifico determinado también por la forma de la
reticula de puntos. En la fotografia siguiente se aprecia un kolam con dos ejes de

simetria perpendiculares basado en una reticula de puntos octogonal.

Realizacién de un kolam en Chennai, Tamil Nadu, India (foto: Kamini Dandapani).
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Que los kolam los hagan las mujeres no ¢s por causa de reglas establecidas, sino
consecuencia de la costumbre y de que la tarea la asumieron ellas, como otra de
tantas del dmbito doméstico. Los kolam no estin prohibidos para los hombres y
puede haber algunos que los hagan simplemente por el placer que ello supone.

Un caso extraordinario en el que la ejecucidn del kolam corresponde por nor-
ma a un hombre es el de un ritual especial dedicado a la diosa madre Bhagavathi,
en Kerala. Este ritual, llamado Bhagavathi sevai, sélo puede llevarlo a cabo el sacer-
dote, que es un hombre, v es quien debe, por tanto, trazar el kolam; éste en concre-
to recibe ¢l nombre de padman (loto).

Fundamentalmente hay dos tipos de kolam. Unos son como los de la imagen de
la pagina anterior, que estin formados por figuras bidimensionales que rellenan los
espacios creados por la reticula de puntos. Otros consisten en una o varias lineas
continuas que recorren todos los puntos de la reticula, enlazindolos en una o en
diversas figuras.

Todos los kolam comienzan situando en el suelo una reticula de puntos. Su
distribucién depende del espacio disponible, y la configuracién puede haberse
practicado antes en el papel, sobre todo si se trata de figuras muy complejas o de
grandes dimensiones. El trazo de las lineas sorteando los puntos debe hacerse con
seguridad. No conviene cometer errores que obliguen a la correccién del kolam.
Las figuras no reciben un titulo especifico, sino que para referirse a ellas se les sefia-
la con los términos de formas similares, como, por ejemplo, estrellas, lotos, cocote-
ros, carro del templo, etc. Las lineas de enlace vienen a ser ochos o infinitos amplia-

dos hasta niveles tan ricos como éste:

Kolam compuesto de efementos menores de trazo unico (fote: Kamini Dandapani).
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El simil con el simbolo infinito no es gratuito, pues en esa regidn las lineas con-
tinuas de este tipo son simbolos del incesante ciclo de la vida: nacimiento, fertilidad
y muerte.

Estudiando detenidamente las curvas laterales del kolam anterior veremos qué
determina que puedan hacerse de un solo trazo. Las cuatro figuras laterales son rec-
tangulares y se basan en sendas reticulas de puntos 2 7. Un tinico trazo recorre toda
la reticula, rodeando sus puntos. Lo mismo puede hacerse con reticulas 2X3 y 2X5:

Pero nto asi con una reticula 2 X 4. En este caso se necesitan dos recorridos, sien-

do ambos simétricos vertical y horizontalmente el uno del otro:

La posibilidad o imposibilidad de recorrer esas reticulas de un solo trazo estd
determinada por la naturaleza impar o par de su nimero de columnas. En efecto,
numerando las columnas de izquierda a derecha, las series de columnas por las que
pasa la curva en cada uno de los recorridos de las reticulas 2X3,2X5 y 2X7 son,
respectivamente: {1, 2, 3}, {1,2,4,5} v {1, 2, 4, 6, 7}. Este tipo de patrdn no es
posible st el ntmero de columnas es par.

Dada una reticula de puntos de dos filas A y By de N columnas (con N impar:
N=2-k+1), el patrdn que hay que seguir para el trazado de la curva que los co-~

necta a todos de un solo trazo es:
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N=2-k+1:
kpar: {A(1), B(2), A(4), B(6),..., A2 k), BIN) };
k impar: {A (1), B(2), A(4), B(6),..., A(2- k), A(IN}}.

Algunos kolam constan de una sola curva, siguiendo el ideal de nudo eterno
mencionado al inicio de este capitulo, pero la mayoria estin hechos de varias, como

el siguniente:

Kolam de tres trazos (foto: Kamini Dandapani).

Este kolam se compone de tres curvas. Dos de ellas son idénticas, siendo la rela-
cioén entre ambas de un giro de 90°. Cada una de estas dos posee simetria de giro
de 180°. En cambio, la tercera curva forma una figura con simetria de giro de 90°.
La reticula del diseno es doble. Consta de 25 puntos distribuidos en dos cuadrados

de 3x3 y 4x4, el primero dentro del segundo:
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Kolam (foto: Kamini Dandapani),

La realizacién de kolams en el sur de la India se remonta a varios siglos. Sus
origenes podrian estar relacionados con figuras muy similares que se hacen en Afri-
ca Central. Si se evidencia en ellos pensamiento matemitico se debe, mis que por
la simetria final de las figuras, por el rigor metodoldgico con el que se elaboran. En
este comntexto, las mujeres son portadores de una tradicién centenaria y de un co-
nocimiento matemitico que manifiestan 2 diario delante de sus casas. El modo de
trazar los kolam se transmite de madres a hijas y éstas lo desarrollan y amplian hasta

Hmites que los matematicos de todo el mundo no dejan de admirar,

Urdimbres

El undécimo capitulo del Tao te Ching (atribuido a Lao-Ts¢) sefiala que es de su
vacio de donde procede la utilidad de las ruedas, vasijas y ventanas. Ciertamente,
encerrar pequeflas porciones del espacio infinito que nos rodea ha sido una tarea a
la que se ha dedicado el hombre desde la prehistoria. Pero el problema de limitar el
espacio remite a uno previo, pues hace falta crear un marco que lo encierre: la rue-
da precisa de la circunferencia; la vasija, de la superficie esférica; una ventana, de la
pared plana en la que se abre un vacio.

A lo largo del tiempo se han creado espacios planos y curvos con infinidad de
materiales y técnicas. Quizis el trenzado de fibras vegetales para crear superficies y
voliimenes sea una de las actividades mis universales. Entrelazando varias lineas,
como son los fragmentos de una rama, se construyen esteras, paredes y tejados. Esto

son superficies, pero con esos mismos elementos el hombre ha sido capaz de tejer
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volimenes como son los cestos, las jaulas de grillos y de gallos o las pelotas de takro,
el voleibol del Sudeste Asiatico que se juega con los pies.

La creatividad y habilidad de los artesanos de todo el mundo en la elaboracién
de piezas de cesteria ha merecido elogios desde ambas perspectivas, la tecnolégica
y la artistica. Se trata de una actividad en la que se ponen en prictica muchas ideas
matemdticas. Paulus Gerdes, investigador ethomatemitico de Mozambique, ha es-
tudiado los patrones y formas derivados de esta labor artesanal. Entre los problemas
geométricos vinculados a la cesteria destaca el siguiente: una fibra debe rodear otra
de idéntica amplitud; ;cuil es el dngulo de pliegue al que da lugar? La respuesta, 60°,
se obtiene mediante un calculo trigonométrico. En la prictica, este dngulo se ob-
tiene doblando la cinta como muestra la figura:

Creatividad geométrica ornamental en cesteria (foto: MAF).
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Pelotas de takro

Las pelotas de takro se tejen en todo el Sudeste Asidtico con cintas de ratin, una
cafia de palmera que también se usa para fabricar muebles. Se parece al mimbre,
pero a diferencia de éste, no es redondeada, sino plana. A pesar de ser flexible, es
muy dura y no se rompe faciimente aunque se la golpee con los pies, como es el

caso del juego del takro.

Pelota de takro y su autor (Foto; MAP).

Quien la construy6 no realizé ningfin esquema, disefio o cileulo. Observando
el proceso de elaboracion cuesta creer que pueda llegar a hacerse una esfera tan bien
hecha sin matematicas. Pero las matematicas no sélo son verbales o escritas, sino que
también existen tacitamente en la mente de quienes las piensan.

En matematicas, una esfera estd formada por aquellos puntos que se encuentran
a idéntica distancia de otro lamado centro. Pero este modelo no se ajusta al modo
en que se tejid esta pelota de takro. El artesano siguié un método preciso y eficaz
para lograr una pelota perfecta si despreciamos las imperfecciones propias que la
realidad impone, tanto desde la perspectiva de la realizacion del trabajo como de las
caracteristicas del material utilizado. Su esencia no se compone de un centro y un
radio, sino que esta hecha en base a un poliedro y a su curvatura constante. El tra-
bajo empieza entrelazando cinco cintas de ratin formando un pentigono lo mas

regular posible. Después, seleccionando algunos de sus extremos el artesano intro-
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duce otra cinta en el proceso. Uno de sus extremos ya ha sido anudado en una
circunferencia que determinard el didmetro de la pelota.

Siguiendo el rastro de las cintas, las caras pentagonales aparecen, en un principio,
como vacios de la urdimbre. Serin colmados con los extremos restantes de cada
cinta a2 medida que el trabajo avanza. Esencialmente, el objeto es similar al que re-
sulta de recortar los vértices de un icosaedro, que son piramides de base pentagonal.
Cortindolos a media altura creamos en él 20 orificios pentagonales que, al ser ta-
pados por una cara, dan Jugar a un poliedro semirregular. Su nombre es icosae-
dro truncado. Este cuerpo geométrico es lo que el artesano teje realmente, un
icosaedro truncado de 60 vértices, 90 aristas y 32 caras, de las cuales 20 son hexa-
gonales y 12, pentagonales. Del esfuerzo del ratdn por recobrar su tirantez es de
donde la pelota adquiere la constante curvatura. Las intersecciones triples de los seis
haces de fibras resultantes, cada haz procedente de una de las fibras utilizadas, deter-
minan las 20 caras hexagonales de la pelota:
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Bolas temari

Las bolas temari japonesas tienen su origen en China. Al principio se hacian de piel
de ciervo y eran de uso restringido a los sefiores de la corte. Con ellas se practicaban

deportes de entretenimiento. Cuando las damas de la corte comenzaron a tejer las
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bolas con hilos de seda adoptaron un nuevo papel como elemento decorativo. Se
hacian concursos para elegir la bola temari mas elaborada con relacién a los patro-
nes y colores con los que se confeccionaban.

Este es un arte cuya antigiiedad se remonta al afio 1.000 y que pasaba de madres
a hijas, de generacion en generactdon. Con el tiempo se hizo mas y mas popular, y
se desarrollaron nuevas técnicas de confeccidn. Sin embargo, la aparicion de las
pelotas de goma hizo declinar su interés durante un largo periodo. Hoy en dia, este
arte tradicional se ha revalorizado y sofisticado hasta el punto de que se han forma-

do asociaciones en Japdn en torno a las bolas temari.

Bofas temari japonesas (foto: MAF).

El nicleo de una bola temari es otra bola de porespan o plastico. Conviene que
ésta sea blanda para que se puedan clavar en ella los alfileres. Los disefios del tejido,
la mayoria geométricos, son extraordinariamente rigurosos en la ejecucién y con-
fieren a la pieza un aspecto final caracteristico.

Una de las herramientas que se considera muy il en la confecciéon de bolas
temari es una regla bifida en forma de «V» cuya abertura es de 72°. De hecho, se
trata de dos reglas unidas por sus extremos. La necesidad de esta herramienta es que
gran parte de las temari se hacen en base a una teselacién de la esfera inspirada en
el dodecaedro. Esto significa trabajar con pentigonos regulares y con un sistema de
cinco ejes radiales. Dividiendo los 360° de un giro completo entre cinco partes se

obtienen los 72° de esa regla.

115



LO BELLO, S GEOMETRICO, MAS HERMOSO

Una de las primeras tareas que se ha de llevar a cabo en la confeccion de una
temari es la de dividir su superficie en ocho partes iguales. Hacerlo supone poner
en préctica una diferencia fundamental entre el plano y una superficie curva como
es la esfera. En el plano, la suma de los 4ngulos de un tridngulo es siempre de 180°.
En la esfera, y esa divisién de la superficie de la temari se hace asi, la suma de los
dngulos de un tridngulo puede ser de 270°.

El procedimiento es el signiente. Primero se marca un punto cualquiera sobre la
bola con un alfiler. Partiendo de ese punto se rodea la bola con una cinta, de mane-
ra que la vuelta pase también por el alfiler. Se sefiala el punto en la cinta y ésta se
corta por la marca, con lo cual tendrd por longitud el perimetro de la bola. Ahora
se dobla la cinta haciendo coincidir ambos extremos y se marca el pliegue, La ac-
¢i6n se repite en cada una de las dos mitades. De este modo la cinta presenta marcas
correspondientes a su cuarta parte, a la mitad v a sus tres cuartas partes.

Ahora se engancha la cinta en ef alfiler de la pelota vy se rodea ésta con ella. Cla-
vamos un nuevo alfiler en el punto medio. El anterior sera el polo norte, y éste, el
polo sur. Dando la vuelta a l2 bola y situando la cinta en posicién perpendicular al
¢je de los polos marcamos con alfileres los puntos medios. Tendremos asi seis alfile-
res clavados en la bola que serdn los vértices de seis tridingulos esféricos equilateros.
Sin embargo, los dngulos de esos tridngulos esféricos no serin de 60°, sino de 90°.
En una superficie como la esfera, los tridngulos equilateros tienen dngulos rectos.
Los tres ejes (circulos miximos) perpendiculares que esos seis alfileres determinan

sobre la esfera dividen su superficie en ocho partes iguales.

Esos ejes pueden ser la base de un sencillo disefio con hilos de colores. Marcan-

do mas meridianos o paralelos a partir de ellos lograremos dividir la esfera en mas
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husos como los de la bola temari situada a la izquierda en la fotografia de la pag. 115.
Su disefo enfatiza el ecuador de la bola, mientras que desde sus polos parten meri-
dianos de tal modo que crean 24 husos (12 de cada color) de 15° cada uno. Las otras
dos bolas de la imagen poseen la estructura pentagonal del dodecaedro.

No sélo el dodecaedro, sino que cualquier sélido platdnico vale como base de

una bola temari.

MUSICA DE GAMELAN

Las orguestas de gameldn son autdctonas de Java y Bali (Indonesia) y se componen de una
serie de uno o dos grandes gongs, un-par de tambores, al menos cuatro pares de platilios, un
par de grupos de gongs pequertos, de entre 8 y 14 unidades cada urio, y de flautas. La seccion
mas caracterfstica del gameldn son sus xiléfonos metélicos de diferentes dimensiones, cuyo

niimero de piezas varfa entre 7 y 12 y que se percuten con martillos especiales.

Las composicicties se dividen en secciones de marcado caracter ciclico, que siguen patrones

basados en ’Iés potencias de 2 y constan de 2, 4, 8, 16 0 32 fiempos. Eso determina también
1 velotidad de ejecucién. Las ornamentaciones melddicas se ejecutan 4 u 8 veces mas rapido
que ié parte melddica, y ésta, a su vez, io hace 2, 4 u 8 veces mas deprisa que las versiones
melddicas mas simplificadas. La duplicacion favorece la conservacion del ritmo, otorgando a

la musica su caracteristica dinamica.
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Servilletas y papiroflexia

Hay un estilo de plegar las servilletas de papel comiin a todos los restaurantes del
archipiélago més grande del mundo: Indonesia. De los servilleteros de cualquier
warung indonesio uno puede sacar una servilleta plegada de un modo particular,
pero en todos, desde el oeste de Sumatra hasta el este de Paptia, las camareras saben

cdmo plegar una servilleta al estilo indonesio.

Mesa de un warung indonesio (foto: MAP),

Despliegue de una servilleta en tres establecimientos distintos.

Consiste en doblar Ia servilleta cuadrada de tal modo que los pliegues dividan
en tres partes iguales el dngulo recto de uno de sus vértices. De esta manera se
crea un cuadrilitero simétrico con un dngulo recto, otro de 30° y dos dngulos mas
de 120°.
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Servileta plegada af estito indonesio.

Durante mucho tiempo crei que el referente necesario para hacer un buen ple-
gado tendria que ser el que habria tomado yo y que consistia en acercar un vértice

de la servilleta al punto medio de uno de sus lados adyacentes:

Plieque de la servilleta levando un vértice lateral
sobre la mediatriz manteniendo fijo ef vértice inferior.

Eso da lugar a un tridngulo rectingulo con un cateto cuya longitud es la mitad
que la hipotenusa v, por tanto, con un angulo de 30°. Cuando tuve la oportunidad
de ver cdmo algunas camareras realizaban esa tarea no pude sino confirmar ese
modelo, pues evidentemente dirigian un vértice del papel hacia el punto medio del

lado opuesto de la servilleta.
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Sin embargo, estaba equivocado. Interpelando a quienes realizaban la tarea supe
que el referente que tomaban era geométrico, pero no consistia en el mismo que yo
habia vaticinado y observado, sino que consistia en buscar doblar el papel de tal
modo que el lado marcase la tercera parte del ingulo del vértice. En lugar de dirigir
el vértice hacia el punto medio del lado opuesto, lo que hacian era dirigir el lado
hacia la mitad de la parte sin doblar de la servilleta. Es decir, buscaban la bisectriz
del resto del pliegue. Una resolucién visualmente indistinguible de la mia y que
s6lo la interpelacidn a las autoras habia conseguido desvelar.

La idea matemaitica subyacente al proceso es que 3=1+2, Llamando R al dngu-
lo correspondiente al resto del pliegue A efectuado, tenemos que:

90°=R+2-A.

Y puesto que lo que se quiere es que ¢l dngulo doblado ceincida con el dngulo
del resto, el resultado es la triseccién del 4ngulo recto de la esquina de la servilleta:

AN°=R+2-A

=90°=3-4 (A4=30°).
A=R

Una proyeccidn matematica consiste en atribuir matematicas a fendmenos cuya
realidad no tiene por qué ser matemética o que, aun siéndolo, no se ajusta 2 las ma-
tematicas que se le atribuyen. Nada nos impide proyectar matematicas, pero hacer-
lo en lo que piensa o hace alguien conlleva peligros que hay que evitar, no sea que
por medio de nuestra proyeccioén declaremos como matemdticamente incompeten-
te a alguien que no sdlo no lo es, sino que quizi sea incluso mis competente que

quienes proyectan en otros su propio conocimiento.
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Capitulo 5

Etnomatematicas en la vida
cotidiana

Loégica popular

Los dayak (Borneo)

Alfred Russel Wallace fue un naturalista britinico que, a mediados del siglo x1x,
recorrid el archipiélago malayo. Coetineo de Charles Darwin, estudi6 la flora y la
fauna de las Islas de la Sonda, y clabord una teoria de la evolucion muy similar a
la de Darwin. Su obra Viaje al archipiélago malayo es a la vez un informe de investi-
gacién y un documento antropoldgico sobre la vida y costumbres de algunas tribus
y pueblos de la zona. Los encuentros con nativos relatados por el naturalista nos dan
a conocer algunos aspectos de la forma de pensar de aquéllos.

Wallace menciona un encuentro con miembros de las tribus dayak del interior
de la isla de Borneo. Por aquel entonces, la caza de cabezas era una costumbre muy
extendida entre las tribus del Sudeste Asiatico, pero esto no impedia la existencia
de confianza y honestidad entre los miembros de las tribus. Una prictica bastante
habitual todavia hoy en el Sudeste Asidtico, especialmente en Malasia, Tailandia e
Indonesia, es que los nativos respondan afirmativamente a cuestiones de las que
desconocen las respuestas. Wallace sefiala lo dificil que resulta conseguir de los dayak
informacién precisa u opiniones personaies. Segin ellos, el motivo era que si le di-
jesen lo que no sabian, jpodrian incurrir en una mentira! El quid de la cuestidn esti

en si se sabe o no que se conoce o se desconoce algo:

Respuesta Reflexidén Si hablase ...

Sé gue la sé ...diria la verdad
Lasé

No sé que la sé ...podria mentir

Pregunta

Sé que no la sé ...dirta la verdad
No la sé

No sé que no la sé ...podria mentir
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Un recuento exhaustivo (Indonesia)

Wallace dedica un capitulo entero a explicar coémo el raji de Lombok, una de las
islas del archipiélago de la Sonda, realizb un censo de su poblacién. Desde la pers-
pectiva matematica, un censo consiste en establecer una correspondencia 1-1 entre
Jos ntimeros naturales v los habitantes de una localidad o region. Es decir, contarlos.
Llevar este problema a la prictica real no es nada ficil. El raji queria saber exacta-
mente cuintos sibditos tenia bajo su dominio. Y no queria saberlo estadisticamen-
te, sino tenerlos contabilizados uno por uno. La importancia y precision de la cues-
tidén estaba relacionada con los impuestos, que se calculaban por persona. Nadie iba
a quedar libre de pagar v, en tal caso, ¢l raja deberia saberlo.

Lo que hizo el raja fue buscar un modo en que la gente se contase a si misma y
de que el recuento fuese verdaderamente exhaustivo. Para ello se vali6 del contexto
cultural, y en él hay una observacidén fundamental: no podia ordenar a la gente de
cada casa o familia que se contasen. {El censo debia llevarse a cabo sin que la gente
supiese que se trataba de un censo y, menos aun, cuil era el motivo por el que se
hacia! S6lo asi los davos obtenidos serfan fiables.

El raji convocd a todos los jefes, sacerdotes v principes y les hizo saber que el
gran espiritu del volcin se le habia aparecido en suefios. Deberian ordenar abrir
caminos en la montafia para que pudiese ascender a escuchar lo que el gran espiri-
tu iba a decirle. Asi se hizo y el raja acudid al encuentro en la cima de la montafia
mientras toda una procesion de dignatarios Ie esperaba abajo. Al cabo de tres dias,
el raja volvid y convocd de nuevo a los jefes y sacerdotes para informarles de lo que
le habia dicho el espiritu.

Seglin el gran espiritu, terribles 'plagas y enfermedades amenazaban a toda la
poblaci6n de la isla. Sélo siguiendo sus instrucciones podrian sobrevivir a ellas. Las
Srdenes del gran espiritu eran que deberian hacer doce krises sagrados (pufiales de
hoja ondulada tipicos en todo el Sudeste Asidtico). Para ello, cada pueblo de cada
distrito enviaria un haz de agujas de plata con una aguja por cada persona de la lo-
calidad. Cuando la plaga o la enfermedad apareciesen en un pueblo, uno de los doce
krises seria enviado alli, y si cada casa de ese pueblo hubiese enviado el monto co-
rrecto de agujas, la plaga o enfermedad cesarfa de inmediato; pero en caso de que la
cantidad fuese inexacta, el pufial sagrado no tendria poder alguno. Asi se hizo.Y
cuando alglin desastre ocurria en un pueblo se enviaba uno de los krises para elimi-
narlo. Si la desgracia desaparecia, era virtud del puiial sagrado. Si la desgracia conti-

nuaba, era por culpa de un erréneo recuento de las agujas.
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No hay duda de que si el recuento fue exhaustivo fue gracias a la manipulacién
religiosa y mitoldgica Hevada a la prictica por medio de amenazas indirectas. Por
Gltimo, la légica que awribuye la culpa al mocente. Si las cosas van bien es gracias a
Ia divinidad; si van mal, la culpa es del hombre. En este caso, culpable de un inco-

Irecto recuento.

Los kiowa (Estados Unidos)

Los indios norteamericanos fueron conocidos en todo el mundo a raiz de las peli-
culas del Oeste, los famosos western. La cultura del hombre blanco le hace verse
como amo del territorio que habita y por encima de la natoraleza, que transforma
a su antojo. El mundo y el universo estan, de algin modo, a su servicio, y deben
responder a sus deseos. Las culturas indias ven las cosas de un modo completamen-
te diferente. La perspectiva india es que el hombre pertenece al mundo y al territo-
rio, y su relacién con la naturaleza debe basarse en un principio de equilibrio. Ani-
males, accidentes orograficos, rios y lagos, todo tiene una esencia vital que hay que
respetar. Los elementos naturales son sagrados y merecen el mayor respeto.
:Significa esto que la légica del hombre blanco y la indigena son distintas? Es
posible que asi sea en algunos aspectos, pero la dualidad de enfoques filoséficos no
implica necesariamente un cambio de logica. El siguiente texto es una adaptacion
de un cuento kiowa acerca de un personaje peculiar, al que llamaremos S, cuya

caracteristica es el engafio:

S se topd con un desconocido X. Fste le dijo a S:

—No te conozco. Pero he oido hablar de ti. Eres el que engafia a todo el
mundo.

—S4, lo soy. Pero he dejado mi medicina en casa y no puedo engafiarte.

—:Y qué? Si eres el que engafia, podris hacerlo sin tu medicina.

—No, no puedo sin ella. Si la tuviese, te engafaria. Si quieres, préstame tu
caballo para ir a buscarla y regresaré para engafiarte.

—Te lo prestaré. Pero debes volver con tu medicina.

S montd el caballo de X vy, cuando se alejaba, le golped sigilosamente para
que se detuviese. Se dirigié de nuevo a X:

-—Este caballo no quiere andar. ;Serd que me tiene miedo? Préstame tu
sombrero.

X le prestd el sombrero, pero el caballo volvié a plantarse. Entonces S dijo a X:
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~—Este caballo me teme, Déjame tu abrigo.
Como volvid a suceder lo mismo, S le pidié la manta, v luego, el latigo.
Miientras se alejaba, S se volvid para decirle 2 X:

—Ya tengo todas tus cosas. Ya te he engafiado. No preciso ninguna medicina.

El cuento es una leccion de 1ogica. Algunas expresiones pueden ser analizadas
desde la perspectiva formal. Comencemos definiendo lo que entendemos por una
persona que engafia. Si mentirosa es aquella persona que nunca dice la verdad, la
gue engafia a veces dice la verdad v a veces no. S dice la verdad cuando reconoce
ser el que engaia a todo el mundo, pero miente al afirmar que precisa de una me-
dicina para hacerlo v que se Ia ha dejado en casa.

;Contradice esto lo que $ dice a continuacidn, que sin medicina no puede en-

gafiar? Esta es una implicacibén logica:
p:sin medicina = g: no puedo engafiar.

Elaborando la tabla de verdad de esa implicacion logica vemos que es siempre

cierta a excepeion del caso en que la prermisa sea cierta (1} v la conclusién falsa (0):

>

p=>q
1

X, el interlocutor de S, parece darse cuenta de ello al replicarle que si es el que
engana no necesita ninguna medicina para hacetlo, lo que significa que la implica-
c1én expresada por S es falsa. He aqui la clave del cuento y de su 16gica. Sin embar-
go, S insiste en que no puede engafiar sin medicina. La ingenuidad de X al creerle

da pie a los siguientes acontecimientos del relato.

Relaciones de parentesco

La simetria no sélo se manifiesta o percibe en el campo visual; también esta im-
plicita en fa coexistencia de los miembros de una comunidad, y especialmente en
las relaciones de parentesco, ya sea éste consanguineo o politico. La igualdad de sus

miembros no se entiende sin una simetria en la relacidén. La ausencia de sinetria en
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la relacion entre padres e hijos determina la desigualdad social entre unos y otros. Si
A es padre o madre de B, entonces B no es padre o madre de A. No ocurre lo mis-
mo entre hermanos. Si X es hermano o hermana de Y, entonces Y es hermano o
hermana de X. Los hermanos se hallan en el mismo estrato generacional y merecen,
por parte de sus progenitores y de nuestra sociedad, o al menos se presupone, un
trato de igualdad, tanto en el terreno afectivo {aprecio, apoyo, cobijo, alimento)
como en el social y politico (educacion, derechos v responsabilidades legales).

En las matemiticas académicas del mundo occidental se estudian las relaciones
porque con ellas se definen clases. Los elementos de una clase se caracterizan pre-
clsamente por compartir rasgos comunes, entendiendo por éstos los deterrminados
en la relacién. Pongamos por caso la relacién definida mediante la expresion «es mis
viejo quer. Decimos que un sujeto A esta relacionado con otro B y lo escribimos
A~Bsi «A es mas viejo que B». ;Qué propiedades verifica esta refacién? Para em-

pezar, sestd un sujeto A relacionado consigo mismo? Es decir:
cA~A?

No, puesto que es falso que una persona sea mas vieja que ella misma. La rela-
¢ién no es reflexiva. S1 un sujeto A estd relacionado con otro B, sesta B relacionado

con A? Esto es:
;A~B=> B~A?

Tampoco, puesto que si «4 es méas viejo que Bs, no puede ser que «B es mis
viejo que A». Por tanto, la relacidn tampoco es simétrica. Y si un sujeto A estd rela-
cionado con otro By éste lo estd con otro C, ;qué puede decirse de la relacion

entre el primero vy el tercero?, ;estan relacionados? Es decir:
¢A~By B~C = A-C?

Ahora la respuesta es aftrmativa, porque si «4 es mis viejo que B» y «B lo es mis
que O», es verdad que «A es mas viejo que O». Eso hace que la relacion sea transi-
tiva. Podemos concluir que la relacién «ser mas viejo que» no es reflexiva ni simé-
trica, pero si transitiva.

Un ejemplo de relacién reflexiva, simétrica y transitiva es la de «tener la misma
edad». Evidentemente, es refiexiva, puesto que uno tiene la edad de uno mismo. Es
simétrica, porque si A uene la misma edad que B, entonces B tiene la misma que A.
También es transitiva:si A4 tiene la edad de By éste o ésta la de C, entonces A tiene
la misma edad que C.
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La mayoria de las relaciones que verifican esas tres propiedades (reflexiva, simé-
trica y transitiva) son relaciones de igualdad. Por eso, los sujetos o elementos que
estan relacionados mediante una relacidn asi se unen en lo que se laman clases de
equivalencia.

En un principio puede parecer extrafio hablar de clases de equivalencia, pero se
trata de algo que hace todo el mundo a diario en su vida cotidiana, sdlo que no
utiliza el lenguaje técnico, sino el corriente. Cuando decimos manzana, estamos
hablando de un tipo de fruta, pero nos referimos a ella como una clase de equiva-
lencia dentro de las frutas. Si especificamos manzana reineta, estamos haciendo una
clase de equivalencia dentro de las manzanas. Ser manzana y ser reineta son relacio-
nes de equivalencia en el conjunto de las frutas y de las manzanas, respectivamente.

sExisten relaciones de equivalencia en el 4mbito del parentesco? La tabla si-
guiente muestra las propiedades que verifican las relaciones de parentesco por con-
sanguinidad y por cuestién politica (sombreadas). No se tiene en cuenta el sexo. En

este sentido, ser hermano o hermana se toma como una misma relacion.

Parentesco Reflexiva Simétrica Transitiva
Ser padre de No No No
Ser hijo de No No No
Ser hermano de No S St
Ser abuelo de No No No
Ser nieto de No No No
Ser tio de No No No
Ser sobrino de No No No
Ser primo de No Si No
Ser esposo de No _ Si No
Ser suegro de No No No “
Ser nuera/yerno de No No No
Ser cufado de ~ No Si No

Puesto que ninguna relacion verifica las tres propiedades, ninguna de ellas es una
relacién de equivalencia. La que mas cerca estd de serlo es la de «ser hermano dex:
es simeétrica y transitiva, pero no reflexiva.

En nuestra cultura el modelo geométrico de parentesco fundamental es el drbol

genealogico. En él se representan las relaciones generacionales de consanguinidad y
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matrimonio. En el stguiente arbol se indican los matrimonios mediante conexiones

hortzontales:

T

El gje del sistema de parentesco consanguineo es la linea generacional marcada
por las relaciones de abuelos, padres, hijos y nietos que configuran la linea vertical
del sistema. Las relactones consanguineas de cada nivel generacional, es decir, pre-
sentes en las lineas horizontales del diagrama, son las de hermanos y primos. Las
politicas son las de esposos y cuniados.

La composicién de las relaciones de consanguinidad y politicas crea otras rela-
ciones de tipo transversal que constituyen las diagonales del drbol generacional. Son
las relaciones de tios y sobrinos, suegros y yernos y nueras.

Al margen del sexo, nuestro sistema es dual en el sentido de que las relaciones
que no son simétricas (la mayoria) poseen un término con el que se complementan.
Esto no es necesario con los hermanos ni con los primos en el caso consanguineo,
ni con los esposos o cuflados en el politico. Si A es hermano, primo, esposo o cu-
ftado de B, entonces B es hermano, primo, esposo o cufiado de A. No ocurre asi en

las relaciones antisimétricas:

Abuelo — Nieto
Padre - Hijo
Suegro — Nuera, yerno
Tio — Sobrino.

El drbol genealégico constituye un modelo geométrico de la relacidn de paren-
tesco tal y como se entiende en Occidente. También puede realizarse un modelo
algebraico. La tabla siguiente responde a esa idea. Elaboramos un primer modelo al-
gebraico de las relaciones de descendencia por consanguinidad (excluyendo herma-

nos, tios, primos y sobrinos) correspondiente a cinco generaciones (abuelos, padres,

127



ETNOMATEMATICAS EN LA VIDA COTIDIANA

nosotros, hijos y nictos) en una tabla. Las cifras representan sujetos de distintas, pero
sucesivas, generaciones. El 0 corresponde al origen, a la generacién de la persona
lectora que interpreta la tabla. Las cifras negativas sefialan generaciones anteriores a
ella (~1: padres; —2: abuelos), mientras que las positivas son generaciones siguientes (1:
hijos; 2: nietos).

Asi las cosas, supongamos que el lector se sit@ia en la generacién 0. Entonces, la
operacion (—1)*(1) significa «abuelo de mi nieto», que soy yo, es decir, 0. Obede-
ciendo este argumento se completa la tabla:

x| =2 | - 0 1 2
2 | -4 3] 2| - 0
-1 =3 | -2 | - 0 1
0 | =2 | - 0 1
1T ] -1 0 [ 2
2 0 1 2 3

Blw N

Se observa que la operacién * definida en esta tabla se corresponde con la suma
de las cifras que hay en ella.

La composicién de relaciones consigo mismas, representada con el simbalo (o},
puede dar lugar a otras o bien conservarse. Por ejemplo, el padre del padre es el

abuelo:

Padre o padre =Abuelo.
Hijo ¢ hijo = Nieto.

Hermano ¢ hermano = Hermano.

Fl sistema de parentesco de los warlpiri (Australia)

Los warlpiri son un pueblo nativo del Territorio del Norte, en Australia, con un sis-
tema de parentesco bastante complejo. Su sistema determina el modo en que se
comportan, relacionan y organizan social y politicamente. También determina la
organizacién y desarrollo de sus rituales. Al igual que otros pueblos del mundo, para
los warlpiri todo aquello que existe estd conectado y forma parte de un sistema de
vida establecido por sus antepasados mitolégicos que ordenaron el mundo ¢ hicieron
en &l las montafias y los rios, la flora v Ia fauna y les dieron nombre. Sus antepasados

dictaron también lo que serfa sagrado y Jos ritos y ceremonias que debian realizar.
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El sisterna de parentesco de los warlpiri estd basado en ocho secciones y gober-
nado por una serie de reglas. Toda persona warlpirl pertenece a una de ellas. Los
hijos de un matrimonio estarin en una seccién distinta a la de sus padres, y ésta
depende de la de la madre. Representando con las cifras 1, 2, ..., 8 las diferentes
secciones, la hija una mujer de la seccidn 4 estd en la seccidén 2;1a hija de ésta,enla
seccidén 3,y la de ésta Gltima, en la 1. Del mismo modo se establecen las relaciones

en las secciones 5, 6, 7 y 8. Hay, por tanto, dos ciclos matrilineales de orden cuatro:

{1,4,2,3} y {5,7,6, 8} que no se solapan:

Py

7 8

. ok T

—

Ciclos matrilineales en ef sistema de parentesco warlpiri, en Austrafia.
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N
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Otra norma es que no puede haber matrimonios dentro de una misma seccidn.
En el siguiente modelo geométrico del sistema, los matrimonios se representan con

Hneas discontinuas:

mmemetn
A

i
—

Matrimonios en ef sistema de parentesco warlpiri.
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Puesto que las secciones masculinas se derivan de las femeninas, si un hombre
de la seccidén 1 se casa con una mujer de la seccibn 5, su hijo‘pcrteneceré a la sec-
cién 7. Entonces, éste se casa con una mujer de 3 v su hijo estard en la seccidn 1.
Por lo tanto, hemos regresado a la misma seccidn. Los ciclos patrilineales son cuatro

y tienen orden dos: {1,7}, {2,8}, {3,6} v {4,5}:

00 )

.
w

— ) —af——
e ()

N

i ] e

Ciclos patrilineales en ef sistema de parentesco warlpiri.

Tenemos pues dos ciclos matrilineales de orden cuatro, y cuatro ciclos patrili-
neales de orden dos que recorren las ocho secciones del sistema. La complejidad del
sisterma no termina aqui: las ocho secciones pueden agruparse de modos distintos
para formar conjuntos con relacidon a los cuales se determinan cuestiones sociales
relevantes. Por ejemplo, las agrupaciones que rigen los derechos hereditarios son
diferentes de las de Jos matrimonios legales o de las asociaciones para acometer al-
guna tavea.

Una descripcidn matemitica formal v occidental de este sistema diria que no es
otra cosa que una aplicacién prictica de lo que en teoria de grupos se conoce como
grupo de isometria de orden ocho. Itustremos esa idea viendo como las isometrias de un
cuadrado constituyen un grupo de isometrfa de orden ocho.

Una isometria es una transformacién que no cambia ni la forma ni el tamafio
de las cosas. En el plano las isometrias son tres: traslaciones, giros y reflexiones (si-
metrias). Una traslacién simplemente cambia una figura de un sitio a otro. Un giro
{a hace girar en torno a un punto llamado centro. Una reflexion consiste en reflejar
una figura con relacidén a un segmento o espejo. En los tres casos, las dimensiones
de la figura son idénticas. ;Cuiles de estas transformaciones pueden aplicarse a un
cuadrado de manera que su aspecto sea idéntico al original?

El menor giro que deja un cuadrado invariable es el de 90°. Este es un giro de

orden cuatro porque si se repite cuatro veces devuelve cualquier figura a sa posi-
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tancias se median con el tiempo necesaric para recorrerias.
Aigunos navegantes construian artifugios para medir unidades de tiempo maés cortas que el
dia, una manana o una tarde. Uno de ellos era un coco vacio seccionado en el gue se habia
practicado un pegueno orificio en la parte inferior. Haciéndolo fiotar en un harrefio con agua
ésta penetraba poco a poco en la cavidad hasta colmarla y sumergirla por completo. Ef pro-
ceso duraba aproximadamente una hora. .

Otro sistema todavia perdura; se trata del reloj de arena. En su version ideal los granos de
arena caerfan de uno en uno a través de la estrechez que separa fos dos conos de cristal. £50
invitaria a pensar el tlempo como una magnitud discreta y computable grano a grano. Sin
embargo, tenemos una percepcion continua del tiempo més acorde con el giro de un radio -
alrededor del céntro de su circulo. La medida del tiempo estd intimamente ligada con el drcuio
y coni su division angular sexagesimal. Es un sistema heredado de las culturas mesopotamicas,

usado también en la orientacién espacial,

cién inicial. Si lo representamos con la letra I (identidad), los cuatro giros son: G4,
G4,, G4, y G4,= L El cuadrado también permanece invariable bajo una de las si-
guientes reflexiones o simetrias especulares con relacidn a un espejo: (2) vertical; (b)
horizontal; (c) diagonal ascendente; v (d) diagonal descendente. Observeinos ahora
que cada una de esas reflexiones es de orden dos, ya que si se aplican dos veces
consecutivas volvernos al punto de partida. Llamando S a estas simnetrias especulares,
tenemos: S, S, S, ¥ S, Puesto que todas ellas son de orden dos, la composicion
de cada una consigo misma proporciona la sitnacidn inicial I:

SHDSH:I’ SVOSL':I’ SmOSm:I y Su:zOS =1

D2

No sélo no son infinitas, sino que no escapan del sistema de orden ocho. He
aqui la sintonia entre el sistema de parentesco warlpiri y el grupo de isometria
mencionado. Los dos ciclos matrilineales de orden cuatro se corresponden también
con sendos giros de orden cuatro. Por su parte, los cuatro ciclos patrilineales de or-
den dos equivalen a las cuatro simetrias especulares también de orden dos.

Puede que los warlpiri no sean conscientes de que su sistema de parentesco se

corresponde con lo que en las matematicas occidentales se denomina grupo de
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isometria de orden ocho. Sin embargo, ellos se han creado uno y viven y se relacio~
nan de acuerdo con él. Asi conciben y han organizado sus relaciones sociales, poli-
ticas, religiosas y de parentesco. Desde una perspectiva realista, su sistemna no es una
aplicacién prictica de la matemitica occidental. Ellos existian y tuvieron un sistema
isométrico mucho antes de que en occidente ciertas relaciones se clasificasen de

este modo. Su sistema no sélo esti ligado a su cultura, sino que la define.

Apuestas equitativas

Los juegos de apuestas son comunes a todas las culturas y constituyen un modo de
relacién social. Se apuesta sobre uno de los maltiples resultados posibles de un fe-
némeno cuyo desarrollo, al menos en parte, estd sometido al azar, es decir, a la in-
certidumbre de no saber de antemano qué va a pasar realmente. Es lo que sucede
en las carreras de caballos, en los juegos de dados y en incontables juegos de apues-
tas. Por el mero hecho de tomar parte en el juego, un participante se declara cono-
cedor de sus limites y reglas v acepta, ademds, su caricter azaroso. De hecho, sin
margen para el azar el juego no existiria realmente. Las grandes sumas se logran
precisamente cuando se apuesta a2 un resultado poco posible, ya sea en un sentido
probabilistico y matemitico del término o en un sentido social del mismo (nadie o
casi nadie opta por esa posibilidad).

:Se entiende el azar del mismo modo en todas partes? Fsta es una cuestién de
dificil respuesta. En algunas culturas el azar puede estar en manos de los dioses y cons-
tituir, de hecho, su modo de expresién. Los adeptos consultardn oriculos lanzando
unas piedras, unos huesos o interpretando el aspecto de las entrafias de un animal. En
otras, la cuestion puede reducirse 2 una cuantificacién de las posibilidades de los re-
sultados determinada por el caricter o la forma de los elementos que intervienen en
el fenébmeno, como sucede en la loterfa y en los dados. En cualquier caso, los juegos
de apuestas estin mis alli del determinismo o indeterminismo dominante en una
cultura, ya que ese tipo de juegos y convenciones se dan pricticamente en todas ellas.

La siguiente fotografia muestra un par de dados procedentes de la isla de Lom-
bok, en Indonesia. No tienen seis caras; en realidad son peonzas a las que se han
tallado cuatro caras a modo de dado. Cuando se hacen rodar acaban reposando so-
bre una de sus cuatro caras. Sin embargo, las cuatro caras no son todas distintas, sino
que en un par de caras opuestas hay incrustada una moneda; en las otras dos hay
incrustaciones iguales de nicar. Al Janzar cada uno de los dados, sélo pueden salir

dos resultados distintos, lamémoslos nacar (N) o moneda (M).
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Dados de Lombok, Indonesia (foto: MAP).

En uno de los dados las caras M tienen incrustada una pieza adicional de cobre,
una protuberancia. Los posibles resultados json equiprobables? Se puede aventu-
rar una respuesta negativa analizando su geometria. Tal vez esas caras pesan més que
las otras y confieren al objeto una esencia alargada que la forma cibica no refleja.
Pero la respuesta definitiva se obtiene realizando una serie de lanzamientos para
observar los resultados que se producen. De una serie de 20 lanzamientos, sblo en
dos ocasiones aparecid M.

Quien apuesta a favor de la cara M lo hard pocas veces. Tras unos lanzamientos
se dard cuenta de que ese dado no cumple un requisito fundamental del juego
como es el del equilibrio de la probabilidad de resultados. Jugar o apostar con dados

asi no tiene sentido porque vya se sabe, con una certeza del 80%, qué va a ocurrir.

Daddu (Indonesia y Malasia)

El daddu es un juego de dados y apuestas que se practica en Indonesia y Malasia,
donde es conocido con el nombre de selebor. Se juega con dos dados iguales cuyas

seis caras estan pintadas de la manera siguiente:
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Participan en ¢l juego cuatro jugadores que llamaremos A, B, Cy D. Los dados
pasan de jugador en jugador siguiendo el sentido de las agujas del reloj. Segiin el
resultado, la tirada puede ser otfong (ganadora: G), mate (perdedora: P) o elang (juega
el siguiente: X):

Tiradas
ganadoras (G)

Tiradas ° . .

* &
perdedoras (P) o . . .

En los demas casos, juega el siguiente (X)

Comienza el jugador A tirando los dados. Si A4 gana (G), vuelve a tirar. Si A no
gana, es decir, si pierde (P) o ni gana ni pierde (X), entonces los dados pasan a B.
Este lanza los dados. Si B gana (), A pierde;si B pierde (P), entonces A gana (G).
Y si B ni gana ni pierde (X), los dados vuelven a manos del jugador A. Asi se juega
hasta que uno de los dos, A o B, pierde. Entonces, entra a jugar C vy el ganador
Jjuega con él. Una vez terminado ¢l juego con C, el ganador pasa a jugar con D.Y
ast sucesivamente. El juego no tiene fin; su final depende de los limites que quieran
imponer los participantes. Por lo tanto, los perdedores no quedan excluidos y pue-
den volver a entrar en la rueda. El juego se desarrolla con apuestas, generalmente
todas de Ia misma cuantia.

Ast las cosas, las probabilidades de que quien abre el juego gane (G), pierda (P)

o que deba ceder los dados al sigaiente jugador son:

P(G)= =~ 14%,
36

P(P) = = 14%.
36

2
P(X) = % ~ 7%,

Se genera un diagrama en arbol de probabilidades:
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A23% p % G
5/36
26/3%6 XB—>p .. G
//
26/36 X A _3/36 p
e
\
26/36 X

Se trata de un juego en el que la probabilidad de que A gane tiende a estabili-
zarse en torno al 50% a medida que va desarrollindose. Para ello resulta fundamen-

tal la relacién entre las tres probabilidades:
P(G)= > = P(P)=>
3% =g

26
PXy=—=r=1-2p
(X) ” P

La probabilidad de que A gane se aproxima al 50% cuanto mas se extiende el

L2 (5 .2 (5
=—+— += +(.) =
PA=6= 3% 36 [’56 36 (36 ()D
5 52 5 (267 5 (2
= | I =
36 36 36 36 .36, 36 \36
Z5 e 26 (260, =i.i% 1
36 36 (36, \36 36 l36) = "2

Bola adil (Nusa Lembongan)

Jjuego:

Este es un juego de azar con apuestas. Se juega en un tablero cuadrado de 7 X7 =49
casillas de superficie céncava. Una bola se echa a rodar encima del tablero rebotan-
do contra sus bordes hasta detenerse, estabilizindose en el hueco de una casilla, que
sera la ganadora. La casilla central estd marcada con el ndmero 20. En cada una de Ias
48 casillas restantes hay dibujada una figura {circulo, tridngulo, cruz) cuyo color {(ne-
gro, amarillo, verde o rojo) varia siguiendo un patrén en diagonales, tal y como se

muestra en la fotografia siguiente:
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Tablero de bola adil (foto: MAP).

Cada forma aparece repetida cuatro veces con el mismo color y lo hace en los
cuatro colores. Por tanto, en las 48 casillas hay 16 circulos (4 negros, 4 rojos, 4 ama-
rillos y 4 verdes), 16 tridngulos y 16 cruces. Las apuestas se hacen en un tablero adi-

cional de 3 X4 =12 casillas numeradas del 1 al 12, como se muestra en la fotografia:

Panel de apuestas de bola adil (foto def autor).

El dinero apostado a la casilla ganadora se multiplica por 10. Las apuestas pueden
hacerse a una o mis casillas. El premio que se obtiene es multiplicar por 10 veces la
parte asignada a la opcidn correspondiente al lugar donde se haya detenido Ia bola.
Por ejemplo, supongamos que alguien apuesta 30.000 rupias a caballo de las casillas
4 (tridngulo negro) v 8 (circulo negro). Si la bola se detiene en una casilla con un
circulo negro, el jugador obtendri 150.000 rupias, diez veces la suma de su apuesta

correspondiente a dicha figura (15.000 rupias). La probabilidad de cada casilia es:
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P= L =2,04%.
49

Cuando la bola se detiene en la casilla central, marcada con el niimero 20, todo
el dinero apostado es para la banca. Este es un resultado posible que no ve el juga-
dor al realizar sus apuestas, pues las hace sobre un tablero con opciones del 1 al 12.
Desde su perspectiva, y puesto que las apuestas se hacen sobre 12 casillas, Ia proba-
bilidad de ganar es, aparentemente:

P= Lo 8,33%.
12

Sin embargo, la probabilidad real es algo menor, pues ¢l tablero de apuestas no
contempla la posibilidad de que gane la banca:

p=2 —816%.
49

A la vista del tablero de apuestas podemos formularnos la pregunta de ;qué es
mas probable, apostar a dos nfimeros en horizontal o hacerlo en vertical? Por ejem-~
plo, ;qué es mas probable, la combinacion 1-2 o la 1-5? La combinacién 1-2 signi-
fica ganar si sale un tridngulo, ya sea rojo o verde. La combinacién 1-5 es ganadora
si sale un tridngulo o un circulo, pero sélo si son rojos. Pero puesto que hay tantos
tridngulos rojos como verdes (4 de cada) como circulos negros y tridngulos negros
(4 de cada), la probabilidad es la misma:

8
P(1,2)=P(1,5) = — =16,3%.
(1L,2)=P(1,5) o

Que los jugadores son conscientes de que apostar a un Gnico resultado es dema-
slado arriesgado lo prueba el hecho de que la apuesta mas corriente es la que se
realiza a dos miimeros del 1 al 12 del tablero de apuestas.

Un par de cuestiones relevantes sobre este juego tiene que ver con el tablero por
el que se mueve la bola. Una se refiere la su forma: spor qué es un cuadrado? La
otra, a su namero de casillas: ;por qué consta de 7 X 7 casillas? ;Qué problema habria
en hacer un tablero rectangular, triangular, hexagonal o circular? ;No seria posible
realizar el juego en tableros cuadrados de 25, 36 o 100 casillas?

La forma del tablero incide en el recorrido de la bola, determinado por la direc-

cidn de lanzamiento y sus rebotes en los lados. La forma es una cuestién geométri-
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ca. En teoria, podrian existir Janzamientos considerados poco aleatorios, como
aquellos en los que la bola trazase el perfil def cuadrado determinado por los puntos
medios de los lados del tablero. Este serfa el resultado te6rico de impulsar la bola
desde el punto cualquiera de un lado del tablero con un dngulo de 45°. Sin embar-
go, todo eso es tan s6lo teoria, porque debido a la concavidad de las celdas, cada vez
que la bola pasa por encima de ellas sin hacerlo exactamente por su centro, la con-
cavidad la desvia de su trayectoria, dindole ese aire aleatorio que justifica el juego.
De ahi que itinerarios tan geométricamente previsibles como la siguiente poligonal
negra marcada en un tablero gris claro nunca lleguen a producirse:

7

=

Una modelizacién Gnicamente matemdtica del recorrido de la bola no es posi-
ble, pues debe contemplar aspectos fisicos como el rozamiento y la dindmica de
fuerzas derivadas de las concavidades de las celdas, que pueden hacer que el trayecto
de entrada y salida en una de ellas sean distintos. La cantidad de variables que deben
tenerse en cuenta hacen el problema sumamente complejo. Comprender esto es
comprender de dénde procede el sentido aleatorio de juego y de las apuestas.

La cantidad de celdas del tablero es un asunto numérico. Contando que dispo-
nemos de tres formas y cuatro colores que se combinan para crear 12 posibilidades
y que hay que afiadir siempre una mis para que la banca pueda hacerse con todo el
dinero, el ntimero de casillas C debe superar en una unidad a un mdltiplo de 12:

C=12"k+1,kEN.
Teniendo en cuenta su forma cuadrada, C debe de ser ademis el cuadrado de un
nimero natural. Y esto se consigue tomando los cuadrados de los multiplos de 6
mas o menos una unidad:

(6-hx1)>=36A2=12h+1=12A- (3Ax1)+1=1+miltiplo de 12.
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Asi que el tablero podria tener otra cantidad de casillas, aunque eso haria las
probabilidades demasiado pequeas (C>49) o demasiado grandes (C=25):

n (Bn+1)2 (6n-1)2
Q 1 1

1 49 25

2 169 121

3 361 289

Un juego kpelle

En su obra Africa cuenta, Claudia Zaslavsky comenta un juego practicado por los
kpelle. El juego consiste ent distribuir 16 guijarros en dos hileras de ocho cada una.
Se selecciona una de las piedras y otra persona a la que se le ha ocultado dicha se-
leccidn tiene que adivinar cudl de los guijarros es el seleccionado. Para elio puede
preguntar hasta cuatro veces en cudl de las dos hileras se halla la piedra seleccionada.
Tras cada respuesta dicha persona puede reorganizar las piedras en las dos hileras.
No es imprescindible que las piedrecitas sean todas iguales ¢ indistinguibles unas

de otras. Pueden ser de colores distintos para seguir los movimientos.

1 2 3 4 5 6

7 8
LR N N B N N N

9 10 11 12 13 14 15 16

La respuesta al enigma se obtiene en el modo en que se redistribuyen los guija-
rros una vez conocida cada respuesta a las preguntas formuladas. Supongamos que se
ha escogido la piedra ntimero 13, pero que nosotros no lo sabemos. Asi que al ver las
dos hileras, preguntamos: ;En qué hilera esta la piedra escogida? La respuesta serd que se

halla en la fila de abajo. Entonces, permutamos las piedras impares de ambas filas:

9 2 11 4 13 6 15 8
90000000
110 3 12 5 14 7 16

.
09000668
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Al repetir la cuestién, obtendremos como respuesta que la piedra seleccionada
se encuentra ahora en la fila superior. Puesto que ha cambiado de posicién, sabemos
que es una del grupo {9,11,13, 15}. Procedemos a permutar ahora la mitad de ellas,
por gjemplo la 9 conlal ylall conla3:

1 2 3 4 13 6 15

8
000000

9 10 11 12 5 14 7 16

La nueva respuesta a la pregunta serd que la piedra sigue en la primera hilera.
Luego se trata de la 13 o la 15. Asi que permutamos ahora solamente una de las dos.
Por ejemplo,la 13 con la 5:

1 2 3 4 5 6 15 8

9 10 11 12 13 14 7 16

La Gltima respuesta nos dird sin duda alguna cudl es la piedra que se habia selec~
cionado, ya que ha vuelto a la segunda hilera. Por lo tanto, se trata de la niimero 13.

La estrategia del juego consiste precisamente en ir permutando la mitad de las
piedras a medida que se van conociendo las respuestas. Primero, cuatro; luego, dos,
y finalmente, una. La cuarta respuesta determina la solucién. Es asi porque las dos
hileras ya separan las ocho piedras que representan la mitad de las que intervienen
en el juego. Al decirnos en qué fila esta la elegida, la mitad ya queda excluida. Por
lo tanto, si nuestra estrategia garantiza que cada respuesta se refiera a la mitad de las
anteriores, llegaremos indefectiblemente a una conclusién tnica porque:

16

__=8_>§=4—->i=2~9%=1-
2 2 2 2

Habitar la geometria

Hace decenas de miles de afios que el hombre dejé de habitar los abrigos naturales
y decidi6 asegurarse un cobijo al amparo de la geometria, En lugar de vivir en cue-
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vas transformé los elementos naturales de su entorno para construirse una vivienda.
Eso supuso establecer un orden y forma que ha perdurado y se ha ido desarrollando
comn el paso del tiempo.

La mayor parte de los habiticulos del hombre moderno son poliedros, y la ma-
yoria de ellos, prismas rectangulares. Decenas o centenares de famihas se agrupan
para habitar hexaedros colosales que se apifian en cindades de todo el mundo.Tam-
bién se habitan o se han habitado hasta hace muy poco formas derivadas o inspira-
das cn el circulo, como cilindros, conos e incluso esferas. Lo fundamental del hexae-
dro habitable es el dngulo recto. Las paredes de esas casas son perpendiculares al
suelo'y perpendiculares entre si. En las habitaciones y espacios de una casa también
se replica este modelo. La mayor parte del mobiliario del que nos rodeamos tam-
bién posee esta forma. Muchas mesas, sillas, estanterias, armarios y camas se disefian
con forma de hexaedro; asi se adaptan perfectamente al suelo vy a las paredes donde
se colocan. Ouros enseres, como las limparas, pueden disefiarse con mayor libertad.

Ademis del aspecto individual de las viviendas, es caracteristico de los pueblos y

culturas el modo en que éstas se agrupan para crear comunidades. Las hay de forma
rectangular y circular, pero también las hay que no tienen forma especifica porque
se han desarrollado sin un patrén predeterminado.
En todo el mundo encontramos ejemplos de viviendas circulares. De forma coni-
ca son los trullos italianos de Alberobello, al sureste de Ttalia, las chozas de muchos
pueblos africanos, los tipi de los indios nativos de Norteamérica o las casas de los
pueblos cumbi (isla de Flores) v atoni (Timor). Hemisféricos son los igls esquima-
les, construidos con hielo. Otras viviendas combinan la forma cilindrica con el te-
jado cénico, como es corriente en muchas zonas de Africa.

Claudia Zalavsky explica como se construian las casas tradicionales de la etnia
chagga, que vive en las laderas del monte Kilimanjaro. Lo primero que se hacia era
convocar al hombre mds alto que se conoce. Este se tumbaba en el suelo con los
brazos extendidos. El radio de la casa seria entre dos y tres veces su envergadura, Esta
longitud se tomaba en una cuerda que se ataba a una estaca. Dando una vuelta
completa alrededor del poste se marcaba la circunferencia en el suelo. La altura de
la puerta era la envergadura del hombre, v su anchura, el perimetro de su cabeza
medido con un cordel. Los kikuyu de Kenia, en cambio, hacian casas de base cilin-
drica y tejado c¢dnico recubierto de hojas.

Pese a que lo corriente es referirse a los tipis de los indios de Norteamérica
como construcciones de forma cbnica, lo clerto es que su esencia es poliédrica. Su

forma es, de hecho, piramidal. Una serie de largos postes clavados en el suelo en
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circulo (determinando los vértices de un poligono bastante regular) se encuentran
en el aire. Estos postes constituyen las aristas de la pirdimide que conforman las pie-
les que los recubren. Los tipis son ficilmente desmontables y pueden trasladarse

cuando se considera oportuno.

El tipi es Iz vivienda tradicional de fas tribus norteamericanas.

En realidad, es el tejado lo que da a la casa su forma cdnica. Las casas tradicio-
nales de las islas de Flores y Timor, en Indonesia, son conos perfectos porque el
tejado conico desciende hasta pricticamente el suelo. Cierto es que la estructura de
esa cubierta es piramidal, pero el recubrimiento a base de hojas suaviza el contorno
y la superficie, otorgando a la vivienda su aspecto definitivo.

Las culturas africanas suelen crear sus pueblos y comunidades agrupando las
casas seglin su forma. Aquellas que son rectangulares suelen agruparse en poblados
de forma oblonga; las circulares se apifian siguiendo un patrén de tipo circular o
eliptico.

Algunas de las casas tradicionales africanas presentan ornamentaciones en los
marcos de sus puertas y en las paredes interiores. También en las pieles de los tipis
indios se trazaban simbolos y disefios identificativos de la tribu. El hielo no facilita
tanto las cosas: los iglis esquimales se erigen con bloques de hielo moldeado que se

ensamblan para crear espacios esféricos. Sin embargo, su ciipula se levanta en heli-
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coide, cerrando el radio de la curva a medida que se asciende. La ctpula del igla se
cierra con bloques mayores que aquellos con los que se inicia la construccién.

La configuracion de la ciudad antigua de Bagdad es perfectamente circular. El
califa Al-Mansur ordend su construccidén en el siglo vin. En el centro estaban ¢l
palacio y la mezquita. La doble muralla de adobe que la rodeaba tenia cuatro puer-
tas abiertas hacia los cuatro puntos cardinales. No fue ésta la tnica ciudad circular
de Oriente Medio. Posiblemente Al-Mansur se inspird en otras ciudades circulares
anteriores, como la ciudad de Gur (actual Firuzabad) que fundé el rey sasinida
Ardashir I en Irin durante el siglo 1.

Un caso distinto es el del pueblo toraja en Sulawesi, Indonesia. Sus casas tradi-
cionales son rectangulares y se caracterizan por tres niveles bien diferenciados. Pero
el caricter se lo da el tejado en forma de silla de montar; ésa es su forma. Sin em-
bargo, lo fundamental de la casa toraja es su emplazamiento y su significado como
simbolo familiar, social y cultural. Una casa toraja es mucho mas que un habiticulo
para guarecerse. Todas las casas tradicionales toraja se orientan hacia el norte, de ahi
que en los poblados toraja éstas se alineen en bateria, una junto a la otra y paralelas,
todas mirando al Norte. Enfrente de cada casa se sitGan los graneros (uno o -varios)
para guardar el arroz. Puesto que las casas miran al Norte, los graneros lo hacen
hacia el Sur, cara a cara con la casa. El espacio que se crea en medio es el lugar don-
de se celebran las ceremonias y rituales. Cada familia estd asociada a la casa familiar,
constituye su punto de reunidn y asamblea y el lugar donde reposarin los restos de

sus muertos hasta que se les dé la sepultura definitiva.

Estructura de un poblado toraja (Sulawesi, Indonesia).

Las dimensiones de las casas y graneros tradicionales toraja se determinan de
antemano y obedecen a una razén de proporcionalidad de 7:3. El constructor Mar-

heen Madoi explicd por escrito como determinarlas:
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e

Explicacion autdgrafa de las dimensiones de una casa tradicional torafa.

La interpretacién de esta explicacién se hace mds clara incorporando aspectos no
escritos en el documento del constructor, quien sigue una linea de pensamiento aso-
ciada a unos valores y pautas que tiene en mente v que garantizan el éxito de su labor:

Anchura =300 cm
7-1=6

6-22 cm =132 cmz:>300-132=168=>-1—g-8—=28

28+22 =50
Médulos fachada: 50+ 150+ 300+ 150450 =700 cm.

De modo similar reproduce este procedimiento para calcular las dimensiones de
una construccién de 4 m de ancho, aunque ahora utiliza un valor de 24 cm en vez
de 22 cm:

Anchura = 400 cm
256
6-24 cm =144 cm = 400~ 144 =256 = ——6— =426
42,6+ 24 =66,5 (sic)
Médulos fachada: 66,5+ 200 + 400+ 200+ 66,5 = 933 cm.
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Una explicacién mis clara parte de la idea de que tanto la casa como el granero
tienen plantas rectangulares cuyas dimensiones obedecen a la razén de 7:3. Dicho
rectangulo se organiza en una cuadricula de 14 X 6 mbdulos. Los 14 de las fachadas
mas largas se agrupan en 1+3-+6+3+1.8Si la construccidén va a tener 3 m de an-
cho, su longitud debe ser de 7 m:

. 14
— X = =700 em.
300cm 6
Esto significa que cada celda es un cuadrado de 50 cm de lado, y que las 14

unidades de las secciones de las dos fachadas mis largas tendran longitudes:
50+ 150+ 300 + 150 + 50.

Lo mismo vale para una anchura de 4 m. Entonces, la longitud total serd de

9,33 m y los mddulos se distribuirin asi:
66,6+ 200+ 400 + 200+ 66,6.

El pueblo shuar habita la parte de selva amazdnica del sureste de Ecuador, en
Sudamérica. Una de sus caracteristicas son sus casas redondeadas. Aunque su base es
cuadrada, el afiadido semicircular a dos de sus lados opuestos le da una apariencia
alargada como se observa en la figura siguiente. La altura es la misma que la de la

cumbrera, el poste horizontal que sirve de eje al techado.

Pero la casa shuar es mucho mias que un lugar del que guarecerse de la lluvia o
donde guardar las pertenencias y utensilios. Viene a ser, como la casa toraja de In-
donesia del otro lado del mundo, una reproduccién del cosmos a escala, una repre-
sentacién del universo. Su espacio interior se divide segin los dos sexos y el papel
que, segin creen los shuar, les tiene reservado la vida. Al mismo tiempo pone de

manifiesto el papel que debe desempefar cada miembro de la familia en el mbito
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social de la comunidad. Segiin ese dictado, el poste principal que sostiene el techa-
do, ademais de desempeiiar una funcién prictica evidente, constituye una expresion
del vinculo entre la tierra y el cielo, el mundo de abajo con el de arriba. Alrededor
de dicho poste se desarrollan las celebraciones shuar.

Tecnologia y pensamiento matematico

Hoy en dia la actividad laboral en la mayor parte del mundo desarrollado se realiza
mediante la misma herramienta: el ordenador. La diferencia estriba en el software
que se maneja, pues cada profesioén precisa de programas informaticos concretos v,
muy a menudo, especificos. El uso del ordenador se ha hecho casi imprescindible.
Tanto es asi que muchos usuarios han aprendido a manejarlo de forma auténoma.
Hay quienes han desarrollado inciuso subrutinas y pequefios programas con el fin
de agilizar y facilitar las labores de cilculo.

Pricticamente la mitad de los profesionales en nuestro pais utilizan hojas de cil-
culo de Excel. No existe profesién en la que no deban rendirse cuentas, preparar
facturas, cerrar balances o calcular los términos de una relacién en base a su cuantifi-
cacidén. Muchos profesionales aprenden a trabajar con hojas de calculo, descubriendo
las matemdticas afios después de haber dejado sus estudios. Unos estudios, por cierto,
en los que ni tan siquiera vieron un ordenadoz. El mundo del disefio y de la gastro-

nomia son ejemplos donde se llevan a cabo actividades matematicas de este tipo.

Reparto de hiladas en la construccion

Una hilada es una serie de ladrillos entre dos columnas o paredes. Hacer bien el
reparto de los ladrillos supone que desde el suelo hasta el techo tiene que haber un
nimero entero de hiladas (la altura de los ladrillos no se recorta) cuyas juntas (la
masilla que las une) deben ser de idéntico espesor. Esto se calcula con multiplica-
ciones y divisiones. La junta suele ser de 1 cm, pero puesto que el ladrillo no se ve
mermado ni ampliado, la operacién se hace flexible gracias a la junta. Con ella se
puede ganar o perder 1 mm si es necesario.

En la practica, se procede del modo siguiente. Se toman las medidas de la altura
del ladrillo () y de la junta (f) v se hace una marca en un listén de madera a una
distancia d =k +j de une de sus extremos. A continuacién se realizan marcas con-
secutivas correspondientes a los valores siguientes, obtenidos con la calculadora:
[d)+d, [d+d}+d, [d+d+d]+d, .. El listbn marcado con esas sefiales equidistantes

146



ETNOMATEMATICAS EN LA VIDA COTIDIANA

es la galga que sirve de guia para las hiladas. Se hace asf para no tener que medir cada
vez el valor d en cada hilada. El albafiil considera que si el resultado de los cilculos
es un resultado del tipo 5,8 cin, ir sumando cada vez ese nfimero en la cinta métri-
ca se haria muy complicado. Es mucho mas cémodo tomarla una sola vez y trans-
portarla de forma consecutiva y automatica sobre el listén.

La figura siguiente representa la situacidn. Los datos iniciales son: H (altura de la
luz}, i (altura del ladrillo), x (altura de Ia junta) y # (el nfimero de hiladas que se han
de realizar para cubrir la luz). El valor de x acostumbra a estar en torno a 1 cm, pero

como se ha dicho, hay cierto margen de tolerancia de 1 mm aproximadamente.

e m e e mmm e —————————

Reparto de hiladas.

Debe cumplirse la siguiente relacién:

H-x H-—hn
x=".

H=nh+(n+l)x o n=
htx n+1

Una hoja de cilculo permite conocer automaticamente los resultados (nimero
de ladrillos y grosor de la junta). La tabla siguiente corresponde al caso H=3m y
h=5 cm. Se destacan en ella los valores mas préximos a los usados en la prictica de

la construccidén.

H (cm) h {cm) n x {cm)
300 5 51 0,87
300 5 50 0,98
300 5 49 1.1
300 5 48 1,22
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Nuevas funciones, nuevos graficos

Los problemas del mundo contemporineo no son los de hace décadas o siglos. Una
preocupacion de nuestro tiempo es el medio ambiente. Los cientificos han consta-
tado que si no limitamos las emisiones de CO,, acabaremos empeorando el planeta
que habitamos. Un problema de dificil solucion, pues la mayor parte de la economia
mundial gira alrededor de los medios de transporte, y éstos, del petrdleo.

Los fabricantes de automdviles se han sensibilizado en este aspecto. Los coches
de ahora son mucho mis respetuosos con el medio ambiente que antafio. La publi-
cidad en la venta de automéviles hace hincapié en ello. Por eso los catilogos auto-
movilisticos incluyen grificos con el fin de explicar al comprador o usuario cudn
respetuoso es un automévil con el medio ambiente, La cuestidn ha dado lugarala

creacion de gréficos como el siguiente:

O

(A)

Emisiones de CO, (g/km)

Potencia (CV)

Comparativa emisiones/potencia de nuevos modelos de automoviles
(circulos blancos) con los modelos anteriores (circulos grises).

Lo mejor seria fabricar un modelo de gran potencia y escasas emisiones cuyos
datos estén en la parte superior izquierda del grifico. Lo peor es la situacién opues-
ta, un automévil de poca potencia que emita mucho CO, a la atmésfera; los datos
estarfan en la parte inferior derecha. En la situacién representada, los nuevos mode-
los son mejores que los precedentes porque atinan mayor potencia y menores emi-
siones (la nube de circulos blancos estd mas arriba y més a la izquierda que la nube
de circulos grises). Por otra parte, cada nuevo modelo en particular supone una
mejora de su precedente (cada letra con fondo claro esti mas a la izquierda o mais

arriba que su homéloga con fondo oscuro).
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Comenzamos la andaduza hace decenas de miles de afios analizando las caracterfs-
ticas geométricas de un petroglifo sudafricano. Desde entonces hasta hoy han vi-~
vido en el planeta incontables pueblos y culturas caracterizadas por su idea del
mundo y de la vida, su manera de hacer las cosas, sus creencias y ritos, su arquitec-
tura y, en definitiva, lo que se conoce como manifestaciones culturales.

Uno de los aspectos comunes a muchas de las manifestaciones culturales de
todos los pueblos es el interés en hacer las cosas bien y en la capacidad de reprodu-
cirlas. No es descabellado pensar que en aquellas manifestaciones culturales que
posean esta caractetistica pueda haber conocimiento matematco. Tanto es asi que
el profesor Alan Bishop sefiald seis actividades matematicas comunes a todas las
culturas relacionadas con sus manifestaciones culturales: contar, medir, localizar, di-
sefiar, jugar y explicar.

Hemos dado una vuelta al mundo pasando, en mayor o menor intensidad, por
todas ellas. La conclusién general es que todas las culturas cuentan, calculan, miden,
localizan, disefian, juegan y explican. Pero, a menudo, lo hacen con ideas, simbolos,
técnicas y tecnologia distintos. Un aspecto a destacar en este sentido es que fuera
del mundo occidental las matematicas no se aislan del contexto cultural en el que
se desarrollan. La construccién de una casa toraja (Indonesia), un stupa budista (In-
dia, Nepal) o una pirimide escalonada (México) conlleva pensamiento y actividad
matemnatica, pero es un medio para conseguir un fin superior. Ademés de moradas,
templos o mausoleos, tienen un significado cultural y social que es su auténtica
razén de ser.

La consideracién de un cuerpo especifico de conocimiento al que se llama ma-
tematicas es una idea relativamente reciente en la historia e inexistente en muchas de
las culturas tradicionales. En Occidente se distingue el arte de las artes decorativas, la
arquitectura de Ia ingenierfa y de la religién. En otros lugares, estas clasificaciones no
se dan. Seleccionar el conocimiento matematico implicito en una manifestacion so-
ciocultural puede verse como una mutilacién por parte de quienes la llevan a cabo.
Desde la perspectiva cultural vernacula una disociacién asi careceria de sentido, pues
la expresion cultural nunca es unidimensional.

Los hombres y mujeres de muchos pueblos se comunican y muestran respeto a
sus dioses mediante plegarias y oftendas. Por eso los ritos deben seguir una pauta,
un orden, y poseer el rigor que la deidad merece. En Bali (Indonesia), las ofrendas

se ponen en bandejitas de hojas de cocotero y bananero. Son materiales modestos y
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al alcance de cualquiera, pero se les da forma geométrica. La responsabilidad corre
a cargo de las mujeres, y la confeccion de los recipientes es un conocimiento que
pasa de madres a hijas. Algo similar ocurre en los estados de Kerala y Tamil Nadu,
en el sur de la India, con los kolam:.

En todas partes se cuenta y se calcula, pero la realidad del contexto fomenta la
creacidén de técnicas autdctonas para contar. La actividad comercial es foco del cal-
culo mental. Los vendedores en los mercados africanos y los conductores de auto-
buses de la India desarrollan estrategias de multiplicacidn y divisién que no precisan
de papel ni de lipiz. Algunas de ellas constituyen aplicaciones de propiedades alge-
braicas aprendidas o inspiradas en el mundo matemitico académico, pero otras se
desarrollan en el contexto cotidiano.

;Existe alguna cultura que no se haya interesado por la simetria? La simetria es
un rasgo humano. Quizi por ello todo o gue hace el hombre, por lo menos en un
contexto mis tradicional, tienda a ser, o haya sido en algiin momento, simétrico.
Poseen simetria las casas de todo el mundo, los templos, muchas de las ciudades
concebidas de antemano, los disefios ornamentales, las herramientas... Vivimos en
un mundo de simetria del que incluso las corrientes de disefio mas vanguardistas
apenas pueden escapar. Tradicionalmente, la simetria es la cara de la belleza. Desde
esta perspectiva, lo que no es simétrico no puede ser bello.Y es asi por una cuestion
de equilibrio, pues simetria y equilibrio son ideas intimamente relacionadas. De ahi
que todos los pueblos y culturas hayan hecho uso de dicha relacién para plasmar los
rasgos y simbolos que los caracterizan.

Otros aspectos de los que no escapa ningin pueblo son la 16gica, el juego y las
apuestas. El parentesco viene a ser una 16gica congénita determinante en las rela-
ciones sociales. Por su parte, el juego y las apuestas son modelos de mundos incier-
tos e inventados en los que ¢l riesgo desempena el papel principal. El anhelo de la
victoria v el temor a perder son pulsiones vitales. Para recrearlas en situaciones con-
troladas se hace uso del azar. No sabemos si el azar existe o es desconocimiento,
pero los juegos de apuestas no tendrian sentido sin ese factor de incertidumbre que
es el que, a la postre, cuantifica el riesgo. El disefio de situaciones azarosas esti liga-
do a las matematicas. Los dados son hexaedros de caras equiprobables, los elementos
de la bola adil son puramente geométricos. La geometria, en este caso la simetria,
contribuye a la creacidn de sitnaciones aleatorias que fomentan entre los partici-
pantes la aceptacion y la comprension del azar.

Viendo todas estas actividades en marcha uno no puede sino pensar en las ideas

matematicas necesarias para llevarlas a cabo. El interés por conocerlas es el mismo
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que mueve a conocer el mundo. ;Por qué buscar ideas matemaricas fuera de nuesra
cultura? Porque, como hemos visto, fuera de nuestro entorno se producen cosas
diferentes y enriquecedoras. Las camareras de todo el archipiélago malayo doblan
servilletas dividiendo el dngulo recto de un vértice en tres partes iguales. Pero no lo
hacen siguiendo un método geométrico propio del contexto matematico académi-
co, sino que utilizan un procedimiento verniculo mas eficaz y prictico.

Mediante las Etnomatematicas conocemos pueblos, culturas, téenicas, herramien-
tas y métodos que enriquecen el conocimiento matematico de otras culturas como
la nuestra. Dicho enriquecimiento no se fragua sdlo en las nuevas o diferentes ideas,
sino en los nuevos problemas matematicos identificados o planteados precisamente
en la interacciéon cultural.

¢Coémo hallar Etnomatematicas? De un petroglifo milenario se pueden formular
hipétesis acerca de las ideas matematicas que lo inspiraron. Son hipdtesis de confir-
macién imposible, puesto que no se puede preguntar a su autor o autora i se dis-
pone de las herramientas con las que se llevd a cabo la labor. Las hipétesis acerca
del conocimiento matematico necesario para crear un producto cultural como una
talla de madera o una prenda textil son mis plansibles cnando tenemos la oportu-
nidad de observar el proceso de elaboracién. Los métodos utilizados, la tecnologia
empleada y el lenguaje con el que los autores se refieren a las cosas que hacen nos
dan pistas muy fiables de lo que piensan.

Sin embargo, puede ocurrir que, pese a observar de cerca un proceso, erremos
nuestro modelo matemdtico de lo que esti pensando quien lo lleva a cabo. Asi
ocurrié con el pliegue de las servilletas, ya que las acciones visibles del proceso eran
indistinguibles de las necesarias para Hevar a cabo el modelo matematico elaborado
por el observador. La solucidn es interpelar a los responsables de la tarea. Sélo en-
tonces (y a(n asi puede haber reservas) tendremos una certeza casi definitiva acerca
de lo que estin pensando.

Hay animales que construyen maravillas arquitectonicas. Las abejas, las arafias, los
pdjaros o el escarabajo pelotero son capaces de crear bolas casi perfectas, entramados
geométricos muy tegulares y celdas hexagonales. A Ia vista de sus obras y de la ob-
servacion de su labor se dirfa que sus celdas, telas, nidos y pelotillas de excrementos
son fruto de ideas matematicas. Es posible, pero existe una diferencia fundamental
entre ellos y el ser humano: a ellos no se les puede interrogar; por lo tanto, sélo po-
demos formular hipbtesis acerca de lo que hacen.

Una vez se ha identificado conocimiento matemitico, jqué hacer con &2 La

respuesta podria ser mejorar ambas pricticas matemdticas, la vernicula de donde
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surge v la ajena que lo identifica.Y esto en ambos sentidos: del contexto extraaca-
démico al académico y viceversa. Ahi reside la importancia de la educacién. Perte-
necer a una cultura significa apropiarse de sus aspectos caracteristicos, aprender su
lengua, sus costumbres, su filosofia de la vida, sus ritos v creencias, sus métodos de
intercambio, vivir en casas levantadas con su arquitectura, alimentarse de su gastro-
nomia, participar de sus juegos v, ;por qué no?, de forma natural, aprender sus ma-
tematicas. Acabamos de ver que no existe cultura sin matematicas. Tampoco perte-
necemos a ninguna sin que aprendamos sus mateméticas.

Vivimos en un mundo cada vez mds globalizado cuya globalizacidn viene, en
su mayor parte, determinada por la tecnologia. Que no exista tecnologia sin ma-
tematicas no debe hacernos pensar que fuera de nuestro mundo extraordinaria-
mente tecnoldgico no existan matematicas de las que podamos aprender. La uni-
versalidad de las matematicas no es una-idea aprioristica de rango platonico, sino
consecuencia del conocimiento etnomatematico desarroliado por todos los pue-
blos y culturas. Parte de él lo hemos conocido en la odisea matematica que finali-

za justo en este punto.
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yoruba, pueblo 51-53

Zalavsky, Claudia 50, 141
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